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أساليب حل المسائل 


This work was originally published in English by the American 
Mathematical Society under the title Techniques of Problem Solving, © 
1997 by the American Mathematical Society. The present translation was 
created for the Arab Bureau of Education for the Gulf States under authority 
of the American Mathematical Society and is published by permission. 


صدر أصل هذا الكتاب باللغة الإنجليزية 2 العام ۱۹۹۷م عن الجمعية الأمريكية للرياضيات 
American Mathematical Society)‏ ( تحت عنوان: «Techniques of Problem Solving‏ بينما 
صدرت النسخة الحالية باللغة العريية بوساطة مكتب التربية العربي لدول الخليج بتفويض من 
الجمعية الأمريكية للرياضيات وإذن منها. 


Socal 

-= 4 
١١ eas!‏ 
شكر وتقدير ل 
القصل الأول: مطاهيء أساسيت ۷ 
)1,1( ملحوظات استهلالية wW‏ 
(١,؟)‏ المسألةالأولى 19 
(Y)‏ كيفية العد v‏ 
(١و٤)‏ استخدام الاستقراء TA‏ 
)0,1( مسائل 2 المنطق ta‏ 
)1,1( مسائل النوعية on‏ 
تمارين على الفصل الأول ‘r‏ 

الفصل الثاني: نظرة أعمق على الهندسن vy‏ 
)1,7( الهندسة المستوية التقليدية vi‏ 
(Y,Y)‏ الهندسة الإحداثية MA‏ 
)1,7( مسائل هندسية متفرقة ۹٦‏ 
)٤,۲(‏ هندسة المجسمات ۱۲ 
تمارين على الفصل الثاني ۷ 

الفصل| الثالث؛ مسائل في| العد wv‏ 
A‏ دال ا کک ا ۷ 
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مسائل أكثر صعوبة 2 الاحتمال 
مسائل عد إضافية 
مسألة الزواج التقليدية وأفكار ذات علاقة بها 


تمارين على الفصل CSL‏ 


المّصل الرابع: مسائل في المنطق 


(1,£) 
Ca) 
(E 
9 
(4,ه)‎ 


الألعاب 
تتبع المسارات والتعلم من النوعية 
مفاجتات 


تمارين على الفصل الرابع 


الفصل الخامس: الرياضيات المسليت 


(1,0) 
(۲,0) 


المريعات السحرية وأفكار ذات علاقة بها 
مسائل أوزان 


تمارين على الفصل الخامس 
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القليل من الجبر 
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حساب المثلثات وأفكار ذات علاقة يذلت 
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تقد بير 


+ 


تعد الرياضيات من أكثر العلوم استخدامًا 2 شتى مناحي الحياة: البسيط 
متها ER‏ يي شهدم ب ONL nt)‏ البسيظة ج Ulin‏ ليزمية نكل مساب 
الفواتير,» وحساب مقادير إعداد وجبة طعام» أو حساب كلفة تجديد إحدى غرف المنزل. 
كما تستخدم 4 مجالات معقدة Jio‏ أمن المعلومات وتشفيرهاء والاتصالات الفضائية. 
وعلى الرقم من هذه الأهمية للرياضيات فإن تعليمها 2 معظم الفصول الدراسية fa‏ 
معظم الدول المتقدمة والنامية i‏ يتم على أنه مجموعة طرق ينبغي على الطالب تعلمها 
للتقدم الدراسي» دون مساعدته على فهم ماهية الرياضيات وكيفية الاستفادة منها 2 


كافة مجالات الحياة. 


ويهدف كتاب ' أساليب حل المسائل" إلى تدريس المبادئ الأساسية 2 حل 
المسائل سواء أكانت رياضية أم غير رياضية» من خلال التدريب على تحويل المناقشات 
الشفهية إلى بيانات يمكن تحليلهاء وتعلم طرائق حل المسائل لمعالجة مجموعات من 
الأسئلة أو البيانات التحليلية؛ بالإضافة إلى توفير مخزون شخصي من المسائل المحلولة 
وأساليب حلهاء كل ذلك بغية مساعدة الطالب ليكون مزودًا وجاهرًا لمعالجة Lid‏ 


متنوعة من الألغازالتي تواجهه 2 مواقف حياتية مختلفة. 


وقد قررالمكتب ترجمة هذا الكتاب الذي حاز على جائزة أفضل كتاب أكاديمي 
للعام ۱۹4۷م (CHOICE)‏ ؛ ليكون رافدًا لواحد من أهم برامجه 2 مجال الرياضيات 2 
الدول الأعضاء بمكتب التربية العريي Sot‏ الخليج (ABEGSMO)‏ وهو برنامج أولمبياد 


أساليب حل المسائل 
الخليج للرياضيات» آملين أن يكون مرش Stag‏ للمعلمين والطلاب وكافة الممتمين 
بالرياضيات» وأن يسد ثغرة 2 المكتبة التربوية العربية. 


ولا يفوتني أن أشيد بالجهد الطيب الذي بذله كل من الدكتور معروف 
عبدالرحمن سمحان وال دكتور فوزي بن أحمد الذكير بے ترجمة الكتاب » حتى جاء 


بالصورة التي هو عليهاء فلهما مني جزيل الشكر والتقدير. 


وله الوق دعي لقان اقل 


لالدلا - 00 - 


Aes‏ مي 


Introduction 


نظرة عامس [Overview]‏ 

نحتاج 2 معالجة العديد من المواقف التي نواجهها 4 حياتنا اليومية إلى حل 
مسائل: ما الطريقة الأمثل لتقسيط سيارة جديدة؟ كيف يمكن اختيار الشريڪ 
الآخر؟ ما الطريقة المتلى لجدولة المواد الدراسية للطالب؟ ما أفضل طريقة لموازنة 
نقودك؟ 

إن التفكير التحليلي ليس العلاج المطلق لمعالجة جميع المسائل ولكنه من 
لمكن أن tess‏ انوي adel EEEE Mots‏ من OMS AK‏ ممم مشررات الددراسة 
الثانوية والدراسة الجامعية التي نقوم بتدريسها تعالج نتائج التفكير التحليلي ولكنها 
2 الحقيقة لا تعائج طرق التفكير التحليلي. 

يوجد العديد من الكتب الجيدة 4 حل المسائل يرجع إصدار بعضها إلى القرن 
الماضي ولكن الاختلاف بينهما وبين هذا الكتاب هو أن المؤلف لا ينظر إلى موضوع حلول 
المسائل على أنه قائمة من القدرات العقلية الخلاقة ولكنه ينظر إليه على أنه طريقة 
حياة. يوظف معظم العلماءء الكيميائيين؛ الفيزيائيين» علماء النفسء المهندسين 
وغيرهم بحرفية كبيرة مجموعة من البيانات ومن ثم يتخدون القرارات 4 اختيار 
التقنية الملائمة لاستخدامها لحل المسألة. هذه الرؤية هي التي سيتبناها مؤلف هذا 
الكتاب لحل المسائل. 

إن هدف هذا الكتاب هو تدريس المبادئ الأساسية 2 حل المسائل سواء أكانت 
مسائل رياضية أو غير رياضية. الجزء الكبير من هذا الكتاب يركز على تعليم كيفية 
تحويل مناقشات شفهية إلى بيانات يمكن تحليلها. وجزء أساسي ثان يتناول تعليم 
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طرائق حل المسائل لمعالجة مجموعات من الأستلة أو البيانات التحليلية. وجزء ثالث 
من هذا الكتاب يهدف إلى توفير مستودع شخصي من المسائل المحلولة وأساليب حلها. 
لذا أستطيع الجزم بأن الطالب الذي يفهم مادة هذا الكتاب سيكون مسلحًا وجاهرًا 
لمعالجة فئات متنوعة من الألغازالتي تواجهه 2 مواقف حياتية مختلفة. 
النسيج والأساليب [Technique And Texture]‏ 

من بين الأساليب المستخدمة 2 حل المسائل 2 هذا الكتاب هي الاستقراء؛ 
التناقضء الاستنفاد» التقسيم» القياس» التعميم» التخصيص:؛ إعادة الصياغة: التفريق» 
إعادة التركيبء التحليل المساعد» العد» طرائق الرسم, الرسومات التخطيطية 
وبالطبع فإن هذه القائمة ليست كاملة» كما أنه من الممكن استخدام أفكار من عدد 
من هذه الطرق لحل إحدى المسائل. 

مع أن العديد من المسائل المطروحة 2 هذا الكتاب هي مسائل رياضية فإن ذلك 
لا يمنع من طرحنا مسائل عديدة خارج نطاق الرياضيات. نطمح 2 تقديم متنوعات 
من الأساليب التحليلية التي تمكن القارئ من استخدامها 2 العديد من المواقف. Leag‏ 
أن مؤلف هذا الكتاب متخصص 2 الرياضيات وبما أن الرياضيات بطبيعتها مدينة إلى 
تكوين المسائل وحدّها فيكون من الطبيعي ظهور المسائل الرياضية 2 هذا الكتاب ولكن 
هذا ليس الهدف الوحيد من وراء تأليف هذا الكتاب. 

sling‏ على ما ذكرناه 2 الفقرة السابقة فإننا نستغل هذه الفرصة لتدريس 
القارئ بعض الأفكار الرياضية المهمة وبعض أفكار التحليل 2 هذا السياق. من بين 
ots‏ طرق العد» الاستقراء» مفهوم "الوضع العام" البرهان بالتناقضء أساليب 
التحليل الشفهية والرسم» مبدأ برج الحمام (الصندوق)ء العلاقات الإرجاعية؛ الدوال 
PARI‏ بعض أفكار الاحتمالات والإحصاء وهكذا. هذه الأفكار ستقدم للطالب خدمة 


جليلة عند دراستها ب2 بعض المقررات والمواضيع الأخرى. 


؟ب؟©٠صل ىس‎ _ C2 _ ۸ 


مهاه - 03 - 


أساليب حل المسائل 


نستخدم هذا الكتاب ولكن بصورة خفيفة كوسيلة لتقديم التقنية الحديثة 
للطالب. ونعني بذلك أنه أثناء حل المسألة سنقول "2 هذه المرحلة نستطيع استخدام 
التفاضل والتكامل ولكن Lidge‏ عن ذلك استخدم الالة الحاسبة لعمل التالي..". أو 
يمكن القول "لقد وصلنا 2 حل هذه المسألة إلى حل المعادلة متسامية يستحيل حلها 
يدويئاء لذا استخدم برامج الجبر على حاسبك الشخصي..". مثل هذا الرابط مع 
التقنية سيحدث 4# أماكن محدودة من الكتاب ويتيح فرصة لتعليم الطالب كيفية 
استخدام الحاسب الآلي كوسيلة مساعدة كسائر الوسائل الأخرى مثل الكتاب أو 


المسطرة الحاسبة أو الآلة الحاسبة. 


{Comparison With Existing Books] مع كتب موجودة‎ (aly läs 
يوجد عدد من الكتب التي تناقش طرائق فلسفية مطولة عن طبيعة حل‎ 
(Sheonfeld) شونفيلد‎ (Polya) La gs (Lakatos) المسائل. من بين أهم المؤلفين» لاكاتوز‎ 
وآخرين غيرهم (انظر: قائمة المراجع). نحث القارئ على الاطلاع على هذه المؤلفات. أما‎ 
كتابنا هذا فإنه يأخذ منحنى مباشرًا وعمليئًا 4 تناوله للموضوع. إننا مقتنعون أن‎ 
2 الطريقة المثلى لتعلم حل المسائل تكون بحل المسائل (لاحظ أن جميع المتخصصين‎ 
حل المسائل لا يتفقون معنا 2 هذا الرأي). إن هذا يشبه إلى حدّ كبير تعلّم العزف على‎ 
البيانو فالوسيلة المثلى لتعدّم العزف على البيانو تكون بالبدء 4 العزف. معظم مدربي‎ 
العزف على البيانو يستخدمون قائمة من المعزوفات لتقييم طلبتهم ولكنهم لا يأخذون‎ 
بعين الاعتبار 2 هذا التقييم شعور وإحساس المتدرب أثناء ملامسته لمفاتيح آلة البيانو.‎ 
ولهذا فإننا نقدم مادة تعليمية أثناء حل المسائل ولكننا نحجم عن النقد المنطقي (غير‎ 

الحدسي) لوجود طريقة الحل. 
إحدى ميزات هذا الكتاب عن غيره من كتب حلول المسائل هي تقديمه تمارين. 


تأخن هذه التمارين صورتين. تمارين "تحدي" وتقدم عادة بعد حل عدد من المسائل لكي 
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يحاول القارئ حلها. 2 العادة تحتوي تمارين التحدي على تقنية لها علاقة بالتقنية 
المستخدمة 2 حلول المسائل التي سبقتها. من الممكن أن تسأل عن تعميم لمسائل سابقة 
أو شكل آخرلمسألة سابقة أو حل مسألة لها نفس طابع مسألة سابقة. نشجع القارئ 
على حل مسألة التحدي مباشرة عند تقديمها (على الأقل يحاول محاولة أولى). بعض 
مسائل التحدي صعبة (وهذا متعمد) ويتطلب حلها محاولات عديدة. Laig‏ النوع الآخر 
من التمارين فهي تمارين تقدم للقارئ 2 نهاية كل فصل من فصول الكتاب. جميع 
هذه التمارين مرتبطة إلى حد كبير مع المادة العلمية المقدمة 4 الكتاب. يوجد أكثر 
من 350 تمرينًا من هذا نوع. ويمكن إيجاد حلول معظم هذه التمارين 4 النسخة 
الإنجليزية من كتاب الحلول المصاحبة لهذا الكتاب. 
متطلبات سابقت [Prerequisites]‏ 

لهذا الكتاب القليل من المتطلبات السايقة. بالتأكيد لا نحتاج إلى التفاضل 
والتكامل (مع أن القليل من المسائل يحتاج إلى التفاضل والتكامل وسنشير إلى ذلك 
عند ورودها. القارئ الذي على استعداد لتقبل ذلك لن يواجه مشكلة مع هذا العدد 
القليل من المسائل التي تحتاج إلى التفاضل والتكامل). نحتاج لبعض الجبر وحساب 
المثلثات. ولكن الهدف الأساسي من هذا هو أن يكون كتاب تبرير أكثر من كونه 
كتايًا 2 الرياضيات. معظم الطلاب الذين لديهم مستوى متواضع من الرياضيات أو 


التفكير التحليلي سوف يستفيدون من هذا الكتاب. 
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شڪکر Aag‏ ير 
Acknowledgements‏ 


لقد قرأ عدد من الزملاء أجزاء من هذا الكتاب وقدموا اقتراحات قيمة. من 
بينهم؛ فيونا شابل» ن.م.كومار؛ فالاديمير ماسيك روبرت ماكدويل؛ ريتشاد روتشبيرغ» 
ستيفن وينتروب» جودو وايز. قرأ كورتني كولمان عدة أجزاء من هذا المشروع سطرا 
سطرًا وقدم إسهامات قيمة. أسهم كل من ماكدويل وروتشيرغ بعدد من المسائل 
القيمة. قدمت لنا أمينة المكتبة باريرا لوزنسكا خدمة كبيرة بالبحث عن المصادر. أما 
لويس فيرنانديز و هايدي غورنساراب فقدما جهدا Daily‏ 2 كتابة كتاب الحلول 
المصاحب لهذا الكتاب. لكل هؤلاء أقدم شكري العميق أما الطلاب مقرر حلول المسائل 
فكانوا ممتعين» وأسهموا 2 ظهور هذه الكتاب بطريقتين ملموسة وغير ملموسة. 

agi‏ التعبير عن تقديري لقسم الرياضيات 2 جامعة واشنطن 4 سانت لويس 
للسماح لي بتضمين مقرر حل المسائل 2 خطتهم الدراسية مما أتاح لي فرصة تطوير 
هذا الكتاب. وأخيرًا أقدم شكري لمؤسسة كيمبر على تقديم المنحة المالية لإصدار هذا 
الكتاب. 


س.ج. كد 
ساف لويس- ميسوري 
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المصل الأول 
مفاهيم أساسيت 
Basic Concepts‏ 


Introductory Remarks ملحوظات استهلاليي‎ (1,1) 


إن كتابة كتاب 2 حل المسائل ضرب من الحماقة وهذا ينطبق أيضًا على 
كتابة كتاب 2 السباحة أو العزف على البيانوء والسبب 4 ذلك يرجع إلى استحالة 
تعلم هذه المهارات بالقراءة عنها. ولكن هذا التعلّم يتم بالتدريب على هذه المهارات. 2 
الحقيقة يجب أن تغوص 2 هذا التدريب. هذا يشبه إلى حدّ بعيد تشكيل الحديد الذي 
يستلزم خطة صارمة ومنظمة للتمكن من ذلك. ولهذاء نحتاج لتطوير مهارات حل 
المسائل إلى تدريب صارم وجهد كبير. 

على الرغم من ذلك فإن تعلّم حل المسائل يمكن أن يكون مسليئًا ويعود عليڪ 
بمردود جيد» فمن خلاله تتمكن من تطوير وتوسيع قدراتك العقلية والتسلح بتقنية 
يمكن استخدامها 2 دراستك الأخرى أو حياتك اليومية. 

يركز هذا الكتاب على أنماط معينة من حل المسائل وعلى المعالجات الذهنية 
التي نحتاجها 2 حل هذه المسائل. يتم توضيح كل من المفاهيم المقدمة بعدد من 
الأمثلة التي تساعدك 2 التدريب على أساليب حل المسائل. ولهذا يجب أن تكون حريصا 
على تتبع هذه الأمثلة باهتمام كبير OY‏ الأمثلة أهم بكثير من الملحوظات الفلسفية 
التي تسبقها. 

تحتاج بعض الأمثلة إلى وقت لاستيعابها ولكن حلّها يكون 2 غاية الأهمية. إذا 
كنت تستخدم هذا الكتاب 2 مقرر دراسي فاحرص على مناقشة مدرسك وزملاء 


فصلك وإخبارهم عن المسائل التي تقوم بدراستها والأساليب التي تتعلمها من حل هذه 
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المسائل (تعلم كيفية طرح الأسئلة). جزء من العملية التعليمية يكون بتعلم الدقة 2 
صياغة المسائل وطرح الأسئلة. تحتاج أيضا إلى phas‏ عملية التواصل والتبرير 
والتحليل؛ وهذا تمرين شاق يجب أن تتدرب عليه وحدك ومع الآخرين Leash‏ قم برمي 
كرة lai‏ وإيابًا وهرول حول الملعب (ذهنيًا). 

جزء مهم آخر 2 هذا الكتاب أو هذا المقررأو العملية التعليمية بالعموم هو 
التعلم على القراءة» لا نعني بذلك التغلب على الأمية OY‏ القدرة على قراءة هذه 


السطور يعني أن مشكلة الأمية محلولة. ولكن ما نقصده بالقراءة هنا هو قراءة مسألة 


أو فقرة تحليلية أو حل مسألة إلى النهاية والتمكن من فَهم هذا الحل تماممًا وشخصنة 
هذا الحل. 


إن الأفكار والأساليب التي تضفي عليها صفة الذاتية يكون بمقدورك امتلاكها 
وتوظيفها لصلحتڪ ثم تصبح تحت تصرفك ومن أدواتك الشخصية. هذا الكتاب 
مصمم لكي تكون قادرًا على إضفاء صفة الذاتية على المسائل التي تقوم بحلّها وجعلها 
جزء من تفكيرك الذهني المستمر. 

تتم كتابة معظم الكتب بصورة خطية وهذا الكتاب ليس استثناءً. أي إمكانية 
استخدام الأفكار السابقة 2 حل مسألة لاحقة. ومع ذلك فإنه من الممكن تصفح 
الكتاب لتعرف المسائل التي سيتناولها الكتاب وتختارالمسائل التي تعتقد أنها أكثر 
أهمية بالنسبة لك. 

نبدأ 4 البند القادم. يحل المسائل. 2 البداية يكون اهتمامنا منصبًا على التعلّم 
على كيفية التغلب على "القصور العقلي". من الممكن أن يكون رد فعلك (وهذا طبيعي 
ويحصل حتى مع مَنْ لديهم قدرات وخبرات طويلة 2 حل المسائل) عند مواجهة مسألة 
صعبة القول: "لا أعرف كيفية حل هذه المسألة. سأتناول غدائي". وعوضًا عن ذلك فإن 


الهدف هنا هو تدريبك على مقاومة هذا الشعور. لذا فعند مواجهة مسألة جديدة ستقول 
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"لقد رأيت مشابهة لها من قبل. دعني أجرب هذا ... دعني أرسم شكلا. دعني أعيد صياغتها 
على النحو...... دعني أجرب مثالا". أدرس هذا الكتاب وسوف تتعلّم التفكير بهذه الطريقة 
ليس فقط 2 مقررات الرياضيات بل 2 جميع المواقف التي تواجهك. 


First Problem المسأئت الأوثى‎ (1,1) 


نبدأ بتحليل مسألة سهلة. هذا المسألة لها ما يميزها حيث لا تستطيع التفكير 
بربطها مع مسألة أخرى أو أسلوب حل آخر. حلها لا يتطلب معرفة أو خبرة سابقة. 
مسأئي )1.9.0( 

ما عدد الأصفارالتي ينتهي بها العدد !100 S‏ 
الحل: لا حظ أن: 

100! = 100 x 99 x 98 x +++ 3x2 x<1 

نحصل على صفر 2 نهاية حاصل الضرب عندما نضرب بالعدد 10 . لذا ola‏ الضرب 
بأي are‏ ينتهي (مرتبة آحاده) بالأعداد BL‏ 7 9 لا يمكن أن يضيف صفرا إلى 
حاصل الضرب (لأن جميع هذه الأعداد لا تقسم العدد 10). لاحظ أن تحليل العدد 10 
إلى عوامل أولية هو 2 ×5 = 10 . سنحاول حل هذه المسألة يحساب عدد مرات تكرار 
القاسم 5 2 العدد !100. 
+ الأعداد من 1 إلى 10:العدد 5 يقسم عددين فقط هما 5 و 10. يمكن 

الحصول على صفر يضرب العدد 5 4# العدد 2 وصفر آخر من العدد 10 . لهذا 

فإن هذه الأعداد تسهم بصفرين 2 العدد !100 . 
3 الأعداد من 11 إلى 20 : العدد 5 يقسم عددين فقط هما 15 و 20 . وبصورة 


مشايهة لما سبق فإن هذه الأعداد تسهم Casi‏ بصفرين 2 العدد !100 _ 
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% الأعداد من 21 إلى 0لعده 5 يقسم عددين فقط هما 25 و30 « ولكن 
الوضع هنا مختلف عن السابق OY‏ 5 يقسم 25 مرتين. O‏ 
x 24 x 25 = 11 x 12 x (2 x 5) x (2 x 5)‏ 22 
=11x12x10x10‏ 
ka‏ ومن ثم يسهم العدد 25 بصفرين والعدد 30 pours‏ واحد ونحصل على ثلاثة 
أصفار 2 هذه الحالة. 
% الأعداد من 31 إلى 40 العدد 5 يقسم عددين فقط هما 35 و40 dS‏ 
منهما يسهم بصفر واحد ‏ المضروب. لذا نحصل على صفرين 2 هذه الحالة 


ایسا 

+ الأعداد من 41 إلى 50 : هنا العدد 5 يقسم 45 مرة واحدة ويقسم 50 مرتين. 
إذن» نحصل على ثلاثة أصفار ‏ المضروب 2 هذه الحالة. 

4 الأصطادهي 51 يق 60 spat iia:‏ اوخ Nee‏ من 00155 سرة واحدة 
وبهذا نحصل على صفرين 4 المضروب. 

د الأصداذهق 61 إل eats 5 satis‏ كلا من 65 104 dpe‏ والحدة زبهذا 
نحصل أيضًا على صفرين 2 المضروب. 

+ الأعداد من 71 إلى 50:العدد 5 يقسم 5 مرتين ويقسم 80 مرة واحدة. 
ويهذا نحصل على ثلاثة أصفار. 

> الأعداد مين 81 بق 90 Neo eats 5 aads‏ وح 85 904 متزة واحدة نة 
نحصل على صفرين هنا. 


5 الأعداد من 91 إنى 100+ اتعدد 5يقسم 95 مرة واحدة ويقسم 100مركين. jat‏ 
نحصل على ثلاثة أصفار 2 هذه الحالة. 
وبهذا فإن العدد الكلى للأصفغفار التى ينتهى بها العدد LOO!‏ هو: 
4 - 2424+342434242434243 لا 
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يقدم هذا المثال عدة معالم لنجاح حل المسائل: 

Gore e‏ المعالم الأساسية التي تعتمد عليها المسألة (نحصل على الأصفار من 

عملية الضرب 2 العدد 10( 
ل بدأنا بتحليل حالة خاصة gi)‏ 1< 2 ×3 <0١٠٠غ<ا‏ 8 ×9× 10). 
e‏ بينا كيفية استخدام الحالة الخاصة للحصول على حل المسألة. 

ليس بالضرورة أن يؤدي Leila‏ اختبار حالة خاصة أو حالة أصغر إلى حل 
للمسألة المطلوية» ولكنها على الأقل تزودنا بخطوة أولى. سيكون ذلك واحدًا من 
الأساليب الكثيرة التي نستخدمها 2 حل المسائل. 

وبإعادة النظر إلى حلنا للمسألة الأولى» نجد أنه كان بإمكاننا أن نكون أكثر 
ذكاءً OY‏ عدد مضاعفات العدد 5 من الواقعة بين اللأعداد من 1 إلى 100 يساوي 
0 = 5 + 100 . أريعة من هذه المضاعفات هي أيضًا مضاعفات للعدد 25 c‏ ومن ثم فكل 
منها يسهم بصفرين 2 نهاية المضروب. وبهذا نحصل على 24 قاسم للعدد 25 
المضروب !100 . وبضرب كل منها بعدد زوجي نحصل على قاسم للعدد 10 ومن ثم 
على صفر. إذن» عدد الأصفار التي ينتهي بها المضروب !100 يساوي 24 . 

SLL‏ التالي هو مثال آخر على التخصيص. 
مسأئي (١,؟؟)‏ 

عدد طلاب مقرر 2 الرياضيات يساوي 12 . مع بداية كل محاضرة يقوم كل 
طالب من طلاب المقرريمصافحة كل طالب من طلاب المقرر الآخرين. ما عدد المصافحات؟ 
الحل: 

نبد بحالة خاصة ثم نستخدمها لإيجاد الحالة العامة (حالة 12 طالبا). 

نفرض أن عدد الطلاب يساوي 2 .2 هذه الحالة تتم مصافحة واحدة فقط. 


نفرض الآن دخول طالب ثالث إلى الصف. هذا الطالب سيصافح كل من 
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الطالبين الموجودين 2 الفصل. أي نحصل على مصافحتين جديدتين ليكون العدد 
الكلي للمصافحات يساوي 3 = 2+ 1. 

إذا دخل OF!‏ طالب رابع إلى الفصل فإنه سيصافح الطلاب الموجودين ALS‏ و2 
هذه الحالة يكون عدد المصافحات AS‏ هو 6 = 214243 

النمط الآن واضح: بإضافة طالب خامس يصبح عدد المصافحات 1+2+3+4 . 
إذن» عدد المصافحات التي تحصل عليها من 12 طالبًا هو : 

6 = 11+ 10+ 9 ل ...ل 3+ 1+2 

وبهذا نكون قد أنهينا حل المسألة. لا 

2 العديد من الحالات يقود حل أو تحليل مسألة إلى اقتراح مسائل أخرى. المسألة 
التالية يقترحها حل المسألة (YYA)‏ 
Atle‏ (۳.۲,۱) 

افرض أن / عدد صحيح موجب. ما قيمة مجموع الأعداد الصحيحة 
s 8# =1+2+3+---+(k—1)+k‏ 

نمهد لحل المسألة بتقديم المناقشة التمهيدية التالية: اعتبر أن 5 دالة 

S(k) =14+2434---+(k-1) +k 

ما الخواص الأساسية لهذه الدالة؟ إذا ازدادت دالة f(A)‏ بمقدارتايت (ليكون 3( 
عند زيادة k‏ بمقدار 1 فإن الدالة يجب أن تكون خطية. 4 الحقيقة» يجب أن تأخد f‏ 
الصورة +b‏ 3۸ = (6)/ . وبالمثل؛ إذا ازدادت الدالة 9 بمقداردالة خطية 2 المتغير k‏ مع 
كل زيادة 4 k‏ بمقدار 1 فإننا نتوقع أن تكون الدالة g‏ دالة تربيعية (الذين يعرفون 
تفاضل وتكامل سيفكرون بمفهوم المشتقة: مشتقة دالة تربيعية هي دالة خطية). على 
سل الخال ذا كانت ۸ = glk +1) - g(k) = 2۸ +1 Oba g(k)‏ وهذا الفرق هو 
دالة خطية. 


ستقودنا هذه الملاحظات إلى حل مسألتنا. 
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الحل: 
إحدى طرق إيجاد مجموع أعداد هي كتابة كل من الحدود بطريقة تساعدنا 
على حذف بعضها. لا حظ أن: 
21+1 -22-123-3 
=5=2x2+1‏ ?37-2 
=7=2x3+1‏ 3- 4 


k’ —(k—-1) =2(k-1)+1 
(k +1) —k =2xk+1 
الآن» بإضافة هذه المعادلات نحصل على:‎ 
(2? — 1?) + (3? — 22( + (4 —3?) +--+ (k +1(2 = 2م‎ 
= 2x<x1+1 + (2<2 +1) + (2 <3 +1) +--+ (2 xk +1) 
الطرف الأيسرهو مجموع "متداخل أو منظاري" (أي أن جميع الحدود 2 المجموع‎ 
تحدف بعضها البعض ما عدا الحد الأول والأخير). أما الطرف الأيمن فيكمن تحليله.‎ 
ويهذا نحصل على:‎ 
(k +1 - 15 (م + ...+ 3+ 2+ 20 ح‎ + )]+1+...+1( 
k? +2k - 29+ 6 
حيث 5, هو المجموع المراد حسايه. يحل هذه المعادلة نحصل على:‎ 


Oo g Eck 
2 


يعزي المجموع الذي حصلنا عليه 2 المسألة أعلاه إلى الرياضي كارل 


فريدريك جاوس (Carl Friedrich Gauss)‏ الذي عاش ي الفترة بين 1777 إلى 61855 


ولكن توجد دلائل تشير إلى معرفة هذا المجموع قبل ذلك. 


- YY- 


أساليب حل المسائل 


مسال )2.9.1( 
استخدم طريقة حل المسألة السابقة لإيجاد صيغة للمجموع 
۸ + ... + 3 + 2 + ?1 حيث k‏ عدد صحيح موجب. 
إن حل المسألة السابقة يلقي بعض الضوء على مسألة "المصافحة" سايقة الذكر. فإذا 
كان k‏ هو عدد طلاب المقرر؛ وأن كل طالب يصافح كل من الطلاب الآخرين ob‏ حل 
المسألة (5,1,؟) يبين أن عدد جميع المصافحات هو: 
14+2+4+3+---+(k-1)‏ 


واستنادًا إلى المسألة )1,1,( نجد أن هذا المجموع هو: 
(k—-17 +(k-1)_ k?—k‏ 


2 2 


السؤال التالي يمكن أن يطرح حول مسألة تصافح الأيدي. 


(0.7.1) Atte 

بالرجوع إلى المسألة )1,751( مرة أخرىء؛ لكن بفرض أن عدد الطلاب المقرر 
يساوي . إذا كان k‏ عددًا Ling}‏ فهل عدد المصافحات زوجي أم فردي ؟ وإذا كان k‏ 
عددًا فرديًا فهل عدد المصافحات زوجي أو فردي؟ 
الحل: 

إذا كان عدد الطلاب يساوي 2 (قيمة زوجية للعدد (k‏ فإن عدد المصافحات 
يساوي 1 وهو عدد فردي. إذا أضفنا طالبًا جديدًا فإننا سنضيف مصافحتين, أي إذا 
كان عدد الطلاب 3 (فردي) فإن عدد المصافحات يساوي 3 (فردي). إذا أضفنا طالبًا 
آخر فإننا سنضيف 3 مصافحات لنحصل على 6 (زوجي) من المصافحات عندما يكون 
عدد الطلاب 4 (زوجي). 


إذا حاولنا تلخيص يعض الحالات 2 جدول فسنحصل على: 
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نوعيي ste | Adload‏ المصافحات عدد الطلاب 
زوجي 0 
زوجي 0 il‏ 
فردي 1 2 
gous‏ 3 3 
زوجي 6 4 
روجي 10 5 
gua‏ 15 6 
zil gua‏ 1 
زوجي 28 8 
زوجي 36 9 
فردي 45 10 
sus‏ 55 11 
زوجي 66 li?‏ 
زوجي 78 IZ‏ 


لاحظ أننا أضفنا الحالتين عندما يكون عدد الطلاب 0 و1 وهذا إجراء 
معمول به 2 الرياضيات لغرض تسهيل النقاش. 

نلاحظ من الجدول أن عدد المصافحات زوجي 2 أول حالتين ثم فردي 2 
الحالتين التاليتين ثم يتبعها حالتان زوجيتان وبعد ذلك حالتان فرديتان وهكذا . 

يكرر النمط نفسه كل أريع حالات. لاحظ أننا نحصل على عدد المصافحات 
لطلاب عددهم 2 + 7 بإضافة عدد المصافحات لطلاب عددهم k‏ وعدد المصافحات 
k’ —k‏ 

2 

تحقق من صواب ذلك للأعداد cl‏ 2ء 3» 4» 5» 6» T‏ 8 . وبهذا فإننا نستنتج أنه إذا 


لطلاب عددهم 1+ 7 . لكننا نعلم أن عدد المصافحات لطلاب عددهم k‏ هو 
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كان عددًا صحيحا غير سالب فإن: 
)1( عدد المصافحات 2 الصفين Al‏ و 1+ 41 زوجي. 
(ii)‏ عدد المصافحات 2 الصفين 2 + 41ء 3 + 41 فردي. 
ويهذا نكون قد أنهينا تحليلنا لنوعية عدد المصافحات عندما يكون عدد الطلاب 
يساوي 1. U‏ 
لاحظ أن تحليلنا للمسألة (5,5,1) لا يتفق مع موضوع هذا البند حيث لم يتم 
حلها بدراسة حالات بسيطة أولاء GSI‏ الغرض من تقديمها هنا هو اعتمادها على نتيجة 
المسألة (١,؟,؟).‏ 


نعود الآن لتقديم مثالنا الأخير على أسلوب التخصيص. 
Atlus‏ )1.9.1( 

ما أكبر عدد من المناطق الناتجة عن تقسيم ثلاثة مستقيمات (غير منتهية) 
للمستوى؟ 


الحل: 
نبدأ بطرح سؤال أبسط: ما أكبر عدد من المناطق الناتجة عن تقسيم المستوى 
بمستقيم واحد؟ من الواضح أن الإجابة سهلة هنا OY‏ المستقيم يقسم المستوى إلى 
ننتقل الآن إلى حالة مستقيمين (انظر: الشكل رقم .)١‏ 


= Pq 
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.4 أعلى الشكل رقم )١(‏ المستقيمان متطابقان» لذا فعدد المناطق لا يزال 2.أما 
إذا كان المستقيمان مختلفين ولكنهما متوازيان (كما 2 أسفل الشكل رقم )١‏ فإن 
المستقيمين يقسمان المستوى إلى ثلاث مناطق. 

نسمي الحالتين السابقتين بالحالات المضمحلة أو غير النمطية للسبب التالي: 
إذا رمينا قشتين على أرض الغرفة فإن احتمال وقوعهما واحدة فوق الأخرى أو وقوعهما 
متوازيتين يساوي صفرًا ولكن احتمال وقوعهما متخالفتان (غير متوازيتين) فيساوي 
1. والحالة الأخيرة هذه تسمى "الحالة العامة" لوقوع القشتين. 


لنفرض OY!‏ أن المستقيمين بوضعهما العام كما هو موضح 2 الشكل رقم (۲). 


شكل رقم ( (Y‏ 
2 هذه الحالة يقسم المستقيمان المستوى إلى أريع مناطق. 
ننتقل الآن إلى حالة المستقيمات الثلاثة. إذا تطابقت المستقيمات الثلاثة فإننا 
نعود إلى حالة المستقيم الواحد. وإذا تطابق مستقيمان فيكون لدينا حالة المستقيمين. 
لذا نفرض أن المستقيمات الثلاثة مختلفة. 
إذا كانت المستقيمات الثلاثة متوازية فإنها تقسم المستوى إلى أريع مناطق 
(انظر: الشكل رقم (Y‏ 


- YV- 
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إذا كان اثنان منهما متوازيين والثالث متخالف معهما فإنها تقسم المستوى إلى ست 
مناطق (انظر : شكل رقم .)٤‏ 


شكل رقم )٤(‏ 
نفرض الآن أنه لا يوجد مستقيمان متوازيان من المستقيمات الثلاثة. 


إذا تقاطع المستقيمات الثلاثة 2 نقطة واحدة (انظر : الشكل رقم ه) فإنها 
تقسم المستوى إلى ست مناطق. 


- YA- 
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شكل رقم )0( 
Lei‏ إذا لم تتقاطع المستقيمات الثلاثة 24 نقطة واحدة ولا يوجد مستقيمان 
منها متوازيين (هذه الحالة العامة. أي الحالة التي احتمالها 1» انظر: الشكل رقم 5) 
فإن المستقيمات تقسم المستوى إلى سبع مناطق. 


شكل رقم )1( 
إذن» سبع مناطق هو العدد الأكبر من المناطق التي نحصل عليها من تقسيم 
ثلاثة مستقيمات للمستوى. لا 
من المؤكد استخدامنا لطريقة التخصيص لحالات بسيطة لكي نستطيع رؤية 
حل المسألة» ولكننا استخدمنا أيضا طريقة أخرى هي طريقة الاستنفاد. استخدمنا 


مفهومي التوازي والتقاطع الذي أطلقنا عليهما: "الحالة العامة" لكي نتوصل إلى 


- Yq - 
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جميع الأوضاع الممكنة للمستقيمات. نعتقد أن تعميم هذه المسألة إلى أربعة أو خمسة 
مستقيمات سيعود بفائدة كبيرة على القارئ. 

ننهي هذا البند 4 المسألة الثانية من مسائل التحدي العديدة. ترتبط هذه 
المسائل التي نطلب من القارئ حللها ارتباطًا وثيقًا مع مسائل الكتاب. يجب عليكت 
محاولة حلها مباشرة بعد أن تكون قد قرأت حلول المسائل التي قبلها. 2 بعض الأحيان 
تكون مسائل التحدي روتينية ولا تحتوي على أفكار جديدة ويك أحيان أخرى تكون 
أصعب وتحتوي على بعض الأفكار التي لم تسبق الإشارة إليها 2 أمثلة وتمارين الكتاب. 
الغرض من تقديم مثل هذه المسائل هو تشجيع القارئ على اختبار قدراته على التفكير 
والتخيل. وعلى وجه الخصوص يجب أن يستخدمها القارئ كوسيلة لمناقشة الآخرين 


ومحاولة توليد أفكار جديدة. 


)۷.۲,١( التحدي‎ At Live 

ماأكبر عدد من المناطق الناتج عن تقسيم خمسة مستويات لفضاء ثلاثي 
البُعد؟ 

الإجابة هي 26 منطقة لكن من الصعب تخيل الوضع. من الملفت للنظر أن 
foul‏ ليس صعبًا le‏ ولكن الصعب هنا هو كيفية تسخير معلوماتك 2 الهندسة 
ثلاثية البعد للحصول على حل. قدم جون سنونو (John Sununu)‏ وهو أحد أعضاء 
طاقم موظقی ات age Bde‏ اكركيس جورج يوش حلا لهذه المسألة عندما كان 
شابًا. سنقوم بمناقشة حل هذه المسألة لاحقًا 2 هذا الكتاب. 


How To Count العد‎ Asan )١؛؟(‎ 


يمكن اعتبار المسألة )1,7,1( على أنها "مسألة عد" بسيطة. A515‏ مسائل العد 


صورًا عديدة: كم عدد المجموعات المكونة من خمس أوراق لعب التي يمكن الحصول 
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عليها 2 لعبة البوكر؟ بكم طريقة يمكن الحصول على العدد 8 عند إلقاء حجري 
نرد؟ كم عدد الطرق المختلفة لتكوين دولار واحد باستخدام قطع نقود من فئات 
الخمسة سنتات والعشرة سنتات وأرباع الدولار $ 

تعتمد أساليب العد على وجود إستراتيجية منظمة. نبدأ بواحدة من مسائل 


العدالبدائية. 


)١,؟,١(‎ Arle 
عدد الأزواج المرتبة‎ La. k لتكن [10,,0,...,0 مجموعة عدد عناصرها‎ 
المختلفة (آي أن الإحداثي الأول من الزوج المرتب لا يساوي الإحداثي الثاني من الزوج)‎ 

التي يمكن تكوينها من هذه العناصر؟ 
الحل: 
يوجد k‏ من الخيارات الممكنة (أي من العناصر ,4 ,05,000 (a),‏ للإحداثي الأول 
من الزوج المرتب. بعد اختيار عنصر للإحداثي الأول» ما عدد الخيارات الممكنة للإحداثي 
الثاني؟ يمكن اختيارالإحداثي الثاني من ياقي العناصر والتي عددها (1- (k‏ . فإذا 
اخترنا a,‏ للإحداثي الأول فمن الممكن أن يكون الإحداثي الثاني Éi‏ من العناصر 
a, 4,٠٠٠, 0‏ .أي )1 — (k‏ من الخيارات. Lei‏ إذا اخترنا ره للإحداثي الأول فيمكن 
اختيار الإحداثي الثاني ليكون Cre Ói‏ ,0,,0,...,0 وعددها )1 — (k‏ أيضًا. وهكذا. 
لذا فإننا نخلص إلى أن عدد خيارات الإحداثي الأول من الزوج المرتب هو k‏ 
ولكل من هذه الخيارات يوجد (1- (k‏ من الخيارات للإحداثي الثاني. إذن» عدد الأزواج 
المرتبة المختلفة التي يمكن تكوينها من المجموعة {a,,05,...,0,}‏ هو .k(k—1)‏ لأ 
من الممكن تبني إستراتيجية حل مسألة العد السابقة للحصول على حقيقة 
أساسية عن عدد تبديلات (permutations)‏ أو ترتيبات (orderings)‏ مجموعة 


EN 
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مسألي (١,؟,؟)‏ 
لدينا مجموعة [,10,,02....,0 ane‏ عناصرها k‏ . ما عدد الترتيبات المختلفة 
polial‏ هذه المجموعة؟ 
الحل: 
لنفرض أن لدينا 7 من المواقع لوضع هذه العناصر (انظر: الشكل رقم AV‏ 
ALIS‏ 


مواقع عددها :/ 
شكل رقم (۷) 
عدد الخيارات للموقع الأول يساوي / (أي من العناصر ,0,,02,...,0 ). بعد وضع 
عنصر 2 الموقع الأول يتبقى )1— (k‏ من العناصر المختلفة لاختيار أحدها ووضعه 2 
الموقع الثاني. لذا وبنفس التبرير الذي قدمناه 2 المسألة السايقة نجد أن عدد الطرق 
التي يمكن فيها ملأ الموقعين الأول والثاني هو (1- )۸ . 
بعد أن اخترنا عنصري الموقعين الأول والثاني يبقى لدينا )2 — (k‏ من 
العناصر لاختيارأحدهما للموقع الثالث. إذنء عدد الطرق ملأ المواقع الثلاثة الأولى هو 
-kx(k—1)x (k —2)‏ 
ويالأسلوب نفسه نجد أن عدد طرق ملأ المواقع الأريعة الأولى هو 
Gigi k × (k — 1) x (k — 2) x (k — 3)‏ عدد طرق ملا المواقع الخمسة الأولى هو 
x (k — 1) x (k — 2) x (k —3) x(k —4)‏ ۸ وهكذا. لذا فإننا نخلص 4# نهاية الأمر 
إلى أن عدد الترتيبات المختلفة لمجموعة العناصر [ ,0 ,...,0,02! هو : 
kx (k—-1)x(k - 2( غ٠... 31»2 x1 =k!‏ لا 
يعتمد النجاح 2 الوصول إلى حل للعديد من مسائل العد على معرفة "الدالة 
المختارة". المسألة التالية تلقي الضوء على ذلكت. 


a Pie 
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مسال )9,1.¥( 
لنفرض أن f‏ 0 ,...,ر0 ,0] مجموعة sre‏ عناصرها k‏ وأن M‏ عدد صحيح 
موجب لا يزيد على k‏ . كم عدد الطرق المختلفة لاختيار "من polis‏ هذه المجموعة؟ 
كمثال على مثل هذه المسألة هو إيجاد عدد الطرق المختلفة لاختيار مجموعة 
مكونة من 5 أوراق من مجموعة أوراق اللعب (عددها 52). أو ate‏ فرق كرة القدم 
المختلفة (عدد الفريق 11 لاعبا) التي يمكن اختيارها من مجموعة مكونة من 25 
لاعبًا. إن ما يميز هذه المسألة عن المسائل السابقة هو عدم اهتمامنا هنا 2 الترتيب. 
فمثلاً. عند اختيار 5 أوراق اللعب نجد أن الخيار : 
7% ,9% رول Aa, KV,‏ 
هو نفس الخيار 
ول KY, 7+, 9%, A%‏ 
نقدم OF!‏ حل المسألة. 
الحل: 
ما نحتاجه هنا هو إستراتيجية لاختيار M‏ عنصر من بين / من العناصر. 
لنفرض أننا Lied‏ بعمل التالي: اخترنا ترتيبًا لمجموعة العناصر التي عددها ۸ ومن ثم 
قمنا باختيار ترتيب أول M‏ من هذه العناصر (انظر: الشكل رقم (A‏ 


k‏ من العناصر 
TC‏ —— ~ —- 


OOOOO00000::00 
LL م‎ 
من العناصر‎ m أول‎ 
(A) شكل رقم‎ 
(انظر: المسألة السابقة)‎ ۸K! أن عدد الترتيبات المختلفة ل من العناصر يساوي‎ Les 
ast Kl العتاصر يساوي‎ gam الطرق المختلفة لاختيار‎ ate فإن ذلك يقترح أن‎ 


من الواضح وجود خطأ ما 2 هذا التبرير OY‏ الإجابة kl‏ لا تعتمد على -M‏ 


- PP- 
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Last‏ هنا هو اعتبارنا أن الترتيبات المختلفة لأول 77 من العناصر على أنها مختلفة 
(انظر : الشكل رقم 1) لكننا لا نريد أن نعتبرها مختلفة:؛ لهذا فإننا نقوم بقسمة k!‏ 
على عدد الترتيبات المختلفة لمجموعة عدد عناصرها 277 أي نقسم على M!‏ . وبالمثل» 
حسبنا الترتيبات المختلفة لباقي العناصر (عددها m‏ - 7 ) على أنها مختلفة. لذا 
يجب أن نقسم أيضًا على عدد ترتيبات هذه العناصر وهو (k - m)!‏ . الآن» نكون قد 
توصلنا إلى خطة عد صائبة وقمنا بإيجاد ane‏ المجموعات الجزئية المختلفة المكونة من 


7 عنصر من مجموعة عدد k pole‏ . واكتشفنا أن هذا العدد هو: 
سے 


٠*لالالالا‏ لالتعا لعالعالعالكا 


MAGE لالالانالانكعا‎ 


العناصر الخمسة (5 = (m‏ 
شكل رقم )9( 
k!‏ 
m! x (k — m)!‏ 
لاحظ أننا اتبعنا أيضا الإستراتيجية التالية للوصول إلى الصيغة التالية 
أعلاه: وجدنا جميع ترتيبات k‏ من العناصر وقمنا باختيارأول M‏ من هذه العناصر. 
لكننا يجب أن نقسم على عدد الترتيبات المختلفة لأول M‏ من العناصر ونقسم أيضًا 
على عدد الترتيبات المختلفة لبقية العناصر وعددها .K- m‏ لا 
k!‏ 


لل يصورة واسعة 2 مسائل العد وتسمى "من 
m! x (m — k)!‏ 


ees و‎ 


چ 2 
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k‏ 
k‏ اختار "m‏ وتكتب . إذن» لدينا 
m‏ 


k k! 
ae m!(k — m)! 
(89,1) Arle 
$52 ما عدد طرق اختيار 5 أوراق لعب من مجموعة أوراق اللعب التي عددها‎ 
الحل:‎ 
5 هذه العدد هو "اختار‎ OY هذه مسألة سهلة بعد أن قمنا بحل المسألة السابقة»‎ 


من 52" ويساوي: 


52 
ð . جح فى‎ 2598960 
5 5! x 47! 


مسأل )¥,0.7( 

ما عدد التوزيعات المختلفة بين لاعبّين 2 لعبة البريدج المأخوذة من مجموعة 
أوراق لعب عددها 52 ؟ 
الحل: 

لعبة البريدج هي لعبة ورق بين لاعبَّيْن يوزع لكل منهما 13 ورقة. نأخذ أولا 
أحد اللاعبين. توزع على هذا اللاعب 13 ورقة من مجموعة مكونة من 52 ورقة. إذنء 
عدد التوزيعات الممكنة لهذا اللاعب هو: 


!2 52 
ل o, a‏ 
x 39!‏ !13 13 
الآن يوزع على اللاعب الثاني 13 ورقة أيضا من الأوراق المتبقية وعددها 39 


الاحظ أن توزيع الأوراق بين اللاعبين 2 لعبة البريدج لا يتم بتوزيع 13 ورقة على 
اللاعب الأول ثم 13على اللاعب SLA‏ لكن الترتيب الذي يتم به توزيع الأوراق هنا 


- ۳0 - 
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ليس age‏ والمهم فقط هو أن اللاعب الأول سيأخن 13ورقة عشوائيئًا ويأخذ أيضًا 


اللاعب الثاني 13 ورقة أخرى عشوائيًاا. إذن عدد التوزيعات الممكنة للاعب الثاني هو: 


C= 39) 36! 
2 |13| 1326| 


وبهذا فإن عدد التوزيعات الممكنة للاعبي البريدج هو: 
FY _ 7 578 x 104‏ = م = xC,‏ (0. لا 
13!x 39! 13! x 26!‏ 13 13 
atte‏ )1.9.1( 
لنفرض أن k‏ و77 عددان صحيحان موجبان. ما عدد وحيدات الحدود 
(monomials)‏ المختلفة من الدرجة 77 4 الفضاء SRE‏ 
قبل أن نقدم ya‏ لهذه المسألة سنوضح ما نقصده بوحيدات الحدود. يتكون 
الفضاء R?‏ .عناص ley‏ الصسورة- ( (ay; Tos.. yT‏ حيكت ارك L, Ly,-‏ أعداد 
حقيقية. وحيدة الحدود هي صيغة مثل» x? Xai <a,‏ . أي أنها صيغة مكونة من 
حاصل ضرب بعض القوى لبعض المتغيرات. درجة وحيدة الحدود أعلاه تساوي 11 لأن 
1 = 6 + 3 + 2 .المطلوب هنا هو إيجاد عدد وحيدات الحدود من درجة معطاة m‏ 2 
الفضاء RF‏ 
الحل: 
نقدم هنا أسلوب عد جديد. لنفرض أن لدينا 1- M +k‏ صندوقًا (انظر: 
شكل رقم (V+‏ 
OOOOOO00000G::o‏ 


ہے يي لس سد 
صناديق m+k—] Ware‏ 


شكل رقم (V+)‏ 


ا 
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نقوم بتظليل أي (1- (k‏ من هذه الصناديق. بعد ذلك يتبقى M‏ من هذه الصناديق 
غير مظلل وبآي ترتيب (انظر : شكل رقم .)١١‏ 
ml | mimi jel jml | | En‏ 


صناديق مظللة عددها 1 k‏ 
وصناديق غير مظللة عددها m‏ 


شكل رقم )١١(‏ 

يوجد بين الحافة 2 أقصى يسار جميع الصناديق وأول صندوق مظلل مجموعة 
من الصناديق غير المظللة وليكن عددها ,71 . لاحظ أن ۳ > 71 > 0 . يوجد أيضًا 
على يمين Soi‏ صندوق مظلل ويسار ثاني صندوق مظلل» مجموعة من الصناديق غير 
المظللة وليكن عددها My‏ . استمر على هذا المنوال. 

نقول إن عدد 1 — ۸ من الصناديق المظللة يؤدي إلى أعداد صحيحة غير سالبة 
Ma, Mos My‏ حيث mM, = M‏ ل ... + M + My‏ . وهذا العديد من النوع k‏ لهذه 
الأعداد يقابل وحيدة حدود: 


4 M2 K.X LE 
Ly X To? Kr K Ly 


وبالعكس» أي وحيدة حدود “27 >< ry? ٠٠١‏ × 2/7 تقابل عديدًا من الأعداد 
(Mh, Mose., My)‏ من النوع )۸ وهذا العدد يقابل )1 — (k‏ من الصناديق المظللة من 
بين m+k—1‏ صندوق. الشكل رقم (VY)‏ يوضح الصناديق المظللة التي تقابل 
كه × ذه × r?‏ 2 الفضاء Rû‏ . 
90« ف« رس ساس | إاسإسراس| | OOS‏ 
شكل رقم OY)‏ 
مما سبق نرى أن إيجاد عدد وحيدات الحدود من الدرجة m‏ 4# الفضاء RË‏ 


يقابل عدد الطرق المختلفة لتظليل (اختيار) 1- )۸ من الصناديق من بين 


- - 
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1- ۸ + "۳ صندوق. لااحظ عدم وجود معلومات زائدة أو غامضة هنا. (ya)‏ عدد 


وحيدات الحدود هو: 


O 


k—1 


m+k—=1) (m+k—1)! 
k-1!xm! 


The Use Of Induction الاستقراء‎ at استخد‎ (1. £) 


يعد الاستقراء الرياضي من أهم أساليب البراهين الرياضية. وقبل أن نقدمه؛ 
لابد من توضيح الفرق بين استخدام "الاستقراء" 2 حقول العلوم الإنسانية وبين 
استخدام "الاستقراء الرياضي" 24 الرياضيات. 

تعتمد معظم الموضوعات العلمية على الاستقراء. فالكيميائي والفيزيائي أو 
عالم الأحياء يختبر عددًا من حالات ما ظاهرة» ومن ثم يحاول استقراء قاعدة عامة أو 
رأي من هذه البيانات. يأخن الوصول إلى قاعدة عامة باستخدام البيانات أشكالاً عديدة 
لأن القاعدة ليست معروفة مسبقًا. كما أن اختبار صواب هذه القاعدة يحتاج إلى 
تجارب وتجميع بيانات جديدة. 

أما"الاستقراء الرياضي" فمجاله محدود وتتم معالجته بطريقة واضحة 
المعالم. لتوضيح كيفية استخدام الاستقراء الرياضي نفرض أن P(h)‏ عبارة لكل عدد 
صحيح موجب . على سبيل SLA‏ "0 < 1 + 2۸ - ”۸" أو "يمكن كتابة العدد 
4 + 2۸ كمجموع عددين أوليين فرديين". تستخدم طريقة الاستقراء الرياضي 
لبرهان صواب (7)7/ لكل k‏ على الشكل التالي: 

. 2)1( إثبات صواب‎ (i) 


„LJE 1,2,3,... لكل‎ P(j) = PU +1) إثباتصواب‎ (o) 


SYN 
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بعد إثبات صواب العبارتين نلاحظ ما يلي: باستخدام (أ) و(ب) عند 1= j‏ 
نحصل على PO)‏ و P(2)‏ ج P)‏ .ومن ذلك نحصل على صواب cowl. P(2)‏ 
بتطبيق (ب) عند 2 = j‏ نجد أن P(3)‏ ج P(2)‏ . ومن ذلك ومن صواب P(2)‏ نرى 
أن P(3)‏ صائبة. وبالاستمرارء نحصل على صواب (7)۸ لكل عدد صحيح موجب k‏ 


إن هذا النقاش لتبرير صواب طريقة الاستقراء الرياضي هو نقاش تنقصه 
الدقة لأنالإثباتالدقيق لصواب طريقة الاستقراء الرياضي يحتاج إلى نظرية 
المجموعات وإنشاء الأعداد الطبيعية ولا نستطيع الخوض 2 هذه التفاصيل ب2 هذا 
الكتاب. والقارئ المهتم بهذه التفاصيل يستطيع أن يجدها 2 المرجعين [KRA1]‏ و -[SUP]‏ 
نقدم الآن بعض الأمثلة على الاستقراء الرياضي. 
(aS Live‏ )1.8.1( 


أثبت صواب العبارة: 


k+k? 
2 


1424+3+--+(k-)Y+k= 
الحل:‎ 

القن سبق وان قدا خلا كيذه الساقة ظريعة اخ ك اتد Aigo)‏ 
اعتبار الأسلوب الذي قدمناه لحلها على أنه أسلوب غير واضح المعالم. ولكن بمجرد أن 
نعتاد على استخدام الاستقراء الرياضي لحل مثل هذه المسائل سنجد أنها طريقة حل 
معيارية. 

عند استخدامنا طريقة الاستقراء (نستخدم هذا التعبير من الآن فصاعدًا 
عوضا عن التعبير الدقيق "الاستقراء الرياضي") يكون من الضروري عمل ذلك 
بخطوات منظمة. 

أولا: ما العبارة (7)8 aft)‏ إثباتها؟ 2 مثالنا هذا العبارة هي: 


- ۳۹ - 
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k+k? 
2 


14+ 2+ 8 +... + )#-1( +k = 


2 
41+1 


لإثبات صواب P()‏ ا حظ أن 


الجزء المهم 2 طريقة الاستقراء هو الخطوة (ب). نفرض صواب PCJ)‏ .2 


متالنا هذا نفرض صواب: 


در 4... + 1+2+3 )=( 


نستخدم ذلك لإثبات صواب العبارة عند (1 + 7( . ولهذا الغفرض نضيف 
(j +1)‏ لطر )+( لنحصل على: 
E‏ 


EE E 
: بالتبسيط نجد أن‎ 

12+ 3+... رربي‎ =i A+ 
zl 


ee re renee E ee cn in 
2 
. P(j + 1) وهذا هو بالضبط العبارة‎ 
وهذا بالضبط‎ . P(j) لاحظ أننا حصلنا على صواب )1+ 7)7 بفرض صواب‎ 
الفقرة (ب) من طريقة الاستقراء.‎ 
(i) بمجرد أن نبرهن صواب الخطوتين‎ LOY وبهذا نكون قد أنهينا البرهان‎ 
U ok لکل‎ P(k) و (ب) فإننا نكون قد برهنا صواب‎ 
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2 بعض الأحيان يكون من المناسب أن نبداً الاستقراء عند خطوة مختلفة عن 


الخطوة 1 = 22.7 المسألة التالية jo‏ بالخطوة 0 = j‏ . 


مسأل )8.1.¥( 

لنفرض أن S‏ مجموعة عدد عناصرها k‏ . أثبت أن عدد المجموعات الجزئية من 
5 يساوي sor‏ 
الحل: 


نستخدم طريقة الانتتعراى شاك Sai‏ أن A‏ مجموعة جزئية من B‏ إذا كان 
كل عنصر ينتمي إلى A‏ ينتمي basi‏ إلى 8 .على وجه الخصوص BCA‏ حيث 2 
هي المجموعة الخالية (المجموعة التي لا تحتوي على عناصر). أيضًا A C A‏ . 

الآن» عبارتنا الاستقرائية P(k)‏ هي "إذا كان عدد عناصر المجموعة S‏ يساوي 
k‏ فإن عدد مجموعتها الجزئية يساوي 2". 

سنبداً الاستقراء عند 0 Lidge‏ عن 1. 

لإثبات الخطوة (i)‏ لاح ظظ أنه إذا كانت © = S={}‏ فإن المجموعة 
الجزئية الوحيدة من $£ هي aS‏ عدد مجموعات S‏ الجزئية هو 2 = 1 . ويهذا 
فإن P(0)‏ صائية. 

لإثبات الخطوة (ب)»؛ نفرض أن (2)7 صائبة. هذا يعني أن أي مجموعة عدد 
عناصرها j‏ يجب أن يكون عدد مجموعتها الجزئية 27. لنفرض الآن أن 
...و {S1‏ = © مجموعهةعناصرها )1+ (J‏ ولتف رض أن 

S” = {8),5,...,5,‏ . إذن عدد عناصر D‏ يساوي j‏ . من فرضية الاستقراء يكون عدد 


مجموعات S‏ الجزئية يساوي 27 . نقوم الآن بحساب المجموعات الجزئية من 5 . 


Pa on ل‎ 


أساليب حل المسائل 


من المؤكد أن أي مجموعة جزئية من '5 هي مجموعة جزئية من 5: وهذا 
يعطينا 2 من مجموعات 5 الجزئية. أيضاء إذا كانت A‏ مجموعة جزئية من S!‏ 
فإن }51{ A U‏ مجموعة جزئية من 5.. وهذا أيضا يعطينا 27 مجموعة جزئية 
أخرى من 5 . لذا فإننا نحصل على 2711 = 27 + 27 مجموعة جزئية من S‏ . لاحظ 
أن هذه هي جميع المجموعات الجزئية من 7 لأن أي مجموعة جزئية من S‏ إما أنها 
تحتوي ,5 أولا تحتوي Sja‏ وبيهذا نكون قد برهنا صواب )1+ P(j‏ من صواب 
PCS)‏ وهذه هي الفقرة (ب) من طريقة الاستقراء ونكون قد أنهينا البرهان. لا 
tla‏ (١,5,؟)‏ 

لنفرض أن لدينا Lewy‏ مسموحًا “(admissible graph)‏ على كرة الوحدة 2 
الفضاء ثلاثي البُعد. نعني هنا "برسم مسموح"”؛ أقواس مترابطة. كل قوسين يتصلان 
ببعضهما فقط عند نقطتي نهايتيهما. تسمى نقاط نهايات الأقواس 2 الرسم رؤوسًا 
(vertices)‏ وتسمى الأقواس oi. (edges) Le Medi‏ أن الضلع هو جزء من قوس يقع بين 
رأسين. تسمى المنطقة 2 المستوى الذي لا تحتوي على ثقوب ومحدودة بأضلاع ورؤوس 
وجهًا (face)‏ . الشكل رقم (۱۳) يزودنا برسم مسموح وآخر غير مسموح. 

المسألة هنا هي إثبات صيغة أويلر (Euler's formula)‏ للرسومات المسموحة. 
ولهذا نفرض أن V‏ عدد الرؤوس» E‏ عدد الأضلاع؛ F‏ عدد الوجوه. عندئذ» صيغة 
أويلر هي: 

V—-E+F=2 


المترجمان: الاسم الشائع لهذه الرسومات هو رسومات مترابطة مستوية. 


لاع د 
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مسموح غير مسموح 
شكل رفم (W)‏ 
الحل: 
نبدأ بدراسة حالات خاصة للتأكد من استيعاينا لما هو مطلوب 2 المسألة. 
أبسط رسم مسموح حسب تعريفنا يتكون من رأس واحد ولا شيء غير ذلت 
(انظر الشكل رقم .)١4‏ 


شكل رقم )١5(‏ 


متتم الرأس 4 الكرة هو وجه. إذن» 1 = 0)۷ = 22 1 F=‏ ويكون 
V—-&+F=1-041=2‏ 
ومن ثم O18‏ صيغة أويلر محققة. 
الرسم المسموح الذي يأتي بعد ذلك يحتوي على ضلع ورأس عند كل طرف 
من طر2 الضلع ولا شيء آخر. متمم هذا الضلع 2 الكرة هو وجه مسموح (انظر: رقم 
شكل .)١6‏ 


-¢y- 
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شكل رقم )10( 
إذن» 2 هذه الحالة لدينا 2 = 1:۷ = £ )1= ۸ ويكون: 
V-E+F =2-1+1 =2‏ 

ومن ثم فإن صيغة أويلر محققة 2 هذه ASLAN‏ 

نفرض الآن أن P(k)‏ هي "صيغة أويلر محققة لجميع الرسومات المسموحة 
التي عدد أضلاعها 7". سنستخدم الاستقراء لبرهان صواب P(k)‏ لكل ). لقد سبق 
وأن تحققنا من صواب (2)1 ومن ثم فإن الفقرة (أ) من الاستقراء صائبة. 

لبرهان الفقرة (ب)ء نفرض أن صيغة أويلر محققة لجميع الرسومات المسموحة 
التي عدد أضلاعها 7 . الآن» نفرض أن G‏ رسم عدد أضلاعه )1+ (j‏ . لاحظ أنه يمكن 
حذف ضلع من © بحيث يكون الرسم المتبقي “© رسمًا مسموحًا (على سبيل المثال؛ 
حذف ضلع بين وجهين مختلفين). لنفرض أن FYE eV"‏ هي عدد رؤوس؛ أضلاع؛ 
وجوه الرسم “© . نجد الآن العلاقة بين هذه الأعداد والأعداد FEV‏ المقايلة لها 2 
الرسم -G‏ 

لنحصل على الرسم € من الرسم “© (لاحظ أننا نعكس إنشاء “6 ) بإضافة 
ضلع. إذا ارتبط الضلع المضاف برأس من أحد طرفيه وبقي الطرف الآخر حرا (الضلع 
المضاف هو الضلع المنقط 2 الشكل رقم 11( فإن عدد الوجوه يبقى كما هو يزداد عدد 


الأضلاع بمقدار 1ء يزداد عدد الرؤوس بمقدار 1 COM.‏ 


26 ee 
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شكل رقم )1 
=V' +1‏ كل 1ل 87 ع الل .F=F‏ 
ولكن لدينا من فرضية الاستقراء 2= “7 ل “2 - V‏ . لهذا فإن 2 ح V—E +F‏ 
كما هو المطلوب. 
Lei‏ إذا كان الضلع المضاف مرتبطًا من طرفيه (مرة أخرى الضلع المضاف هو 
الضلع المنقط 2 الشكل رقم (IV)‏ ونحصل على حالتين هنا كما هو مبين) فإن عدد 
الوجوه يزداد بمقدار ate]‏ الأضلاع يزداد بمقدار 21 عدد الرؤوس يبقى كما هو. 


شكل رقم (W)‏ 


F = F +1.1 = ۳' +1 IV = V oe‏ .ومن الفرض لدينا 
.V-E+F =2 o. V! —-E'+F'=2‏ 
ويما أن هاتين الحالتين هما الحالتان الممكنتان لإضافة ضلع جديد فإننا نكون 


قد برهنا صواب الفقرة (ب) من الاستقراء ومن ثم ينتهي البرهان. لا 


دمع - 
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مسأل )2,8,1( 
لنفرض أن 7 عدد صحيح موجب. إذا وضعنا )1+ (k‏ رسالة 4# صناديق 

عددها 7 فأثبت أن أحد الصناديق يحتوي على رسالتين على الأقل. 

الحل: 
يوجد العديد من الحلول لهذه المسألة» لكننا نستخدم طريقة الاستقراء لغرض 

توضيح الطريقة. 
العبارة P(k)‏ هي 'إذا وضعنا )1+ (k‏ رسالة 4 صناديق عددها k‏ فيوجد 

صندوقًا يحتوي على رسالتين على الأقل". 

2 الحالة 1 = ۸> لاحظ أن عدد الرسائل هو 2 = 1+ k‏ وأن عدد الصناديق 

Walk = 1‏ من الواضح وجود صندوق )2 الحقيقة الصندوق الوحيد) يحتوي على 

رسالتين )2 الحقيقة جميع الرسائل). 
لنفرض الآن أننا أثبتنا صواب PU)‏ . ولنفرض أننا وضعنا 1+ (1+ 7) 

رسالة بے صناديق عددها )1+ (j‏ 

° إذا كان الصندوق الأخير فارغًا فإننا نكون قد وضعنا جميع الرسائل 2 أول j‏ 
من الصناديق. لذاء فعلى الأقل )1+ 7) )2 الحقيقة )2+ 7)) رسالة وضعت 2 
أول j‏ من الصناديق. وبتطبيق فرضية الاستقراء يحتوي أحد هذه الصناديق (أول 
j‏ صندوق) على رسالتين على الأقل. 

e‏ إذا وضعت رسالة واحدة فقط 2 الصندوق الأخير OLB‏ باقي الرسائل وعددها 
(j + 1)‏ ستوضع أول j‏ من الصناديق. مرة أخرى نستطيع تطبيق فرضية 
الاستقراء على أول j‏ من الصناديق ليحتوي أحدها على رسالتين على الأقل. 


° إذا وضعت رسالتين أوأكثر 2 الصندوق الأخير فإن العبارة صائبة لوجود صندوق 
(بالتحديد الأخير) سيحتوي على رسالتين على الأقل. 
ويهذا نكون قد يرهنا المطلوب من المسألة. لا 


zeta 
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المبدأ الذي أثبتناه 2 المسألة الأخيرة هو أحد أهم المبادئ المستخدمة 2 الرياضيات 
ويطلق عليه inne” dale‏ برج الحمام - oL "pigeonhole principle‏ اسمه 2 الأساس 
"مبدآ دريشليه لإقفال الجارور - oY "Dirichlet drawer shutting principle‏ أول من نص 
عليه هو العالم الألماني بيتر جوستاف ليجوان دريشليه الذي عاش بين العامين 1805 إلى 
1859 . 

2 البند القادم نتعلم كيفية البرهان بالتناقض. وكتمرين على ذلك يكون 
بمقدورنا تقديم إثبات سهل Id‏ برج الحمام باستخدام البرهان بالتناقض. 
At live‏ تحدي )£1 .0( 

تتواجد مجموعة من الأشخاص 4 إحدى الحفلات حيث تصافح العديد منهم. 
أثبت أن عدد الأشخاص الذين صافح كل منهم عددًا فرديًا من الأشخاص الآخرين هو 
عدد زوجي. 
Atlus‏ )1.8.1( 

يتواجد ستة أشخاص 2 غرفة. أثبت أنه إما يوجد 4555 أشخاص من بينهم» 
جميعهم يعرفون بعضهم البعض أو يوجد ثلاثة أشخاص من بينهم لا يعرفون بعضهم 
البعض. 
الحل: 

من الواضح أنه إذا كان A‏ يعرف B ola B‏ يعرف A‏ وبالحكس. 

لنفرض أن الأشخاص الستة هم B,C, D,E, F‏ ,4 . اختر أحدهم وليكن ۸ . 
الآن» إما أن A‏ يعرف ثلاثة أشخاص من الخمسة الباقية أو أنه لا يعرف ثلاثة أشخاص 
من الخمسة الباقين. 

نفرض أن A‏ يعرف ثلاثة أشخاص وهم B,C, D‏ . الآن» إذا كان اثنان من 
هؤلاء الثلاثة أشخاص يعرفان بعضهم البعض ولنفرض B,C Lagi‏ فإن A,B,C‏ 


=EN = 
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4455 أشخاص يعرفون يعضهم البعض. أما إذا كان الثلاثة أشخاص B,C,D‏ لا 
يعرفون بعضهم البعض فمن الواضح أنهم الثلاثي المطلوب الذين لا يعرفون بعضهم 
البعض. لا 
At Lave‏ تحدي )۷.٤,۱(‏ 

يمكن dale!‏ صياغة المسألة السابقة على النحو التالي: 

yaya‏ أن Kate‏ 6 تقاط على قظفة من اقورق* Ligh.‏ كلا من القطع 
المستقيمة الممكنة بين كل نقطتين منها (عدد هذه القطع يساوي 15) بأحد اللونين؛ 
أحمر وأزرق. أثبت وجود مثلث تكون جميع أضلاعه من اللون الأحمر أو جميع أضلاعه 
من اللون الأزرق. بيّن أيضنا لماذا هذه الصياغة GOSS‏ الصياغة الأصلية للمسألة. 
Cat Live‏ تحدي )£1 (A.‏ 

بالرجوع إلى المسألة السابقة ومسألة التحدي السابقة. لنفرض الآن أن لدينا 
ثلاثة ألوان لتلوين القطع المستقيمة هي أحمرء أزرق» أصفر Gig‏ لدينا ست نقاط. أثبت 
استحالة وجود مثلث بحيث ASL‏ جميع أضلاعه اللون نفسه. كم عدد النقاط التي 
تحتاجها للحصول على مثلث جميع أضلاعه ملونة بلون واحد؟ 
At Live‏ تحدي )9.8.1( 

تعميم لمسألة التحدي السايقة. لنفرض أن لدينا عدد ۸ من الألوان. كم عدد 
النقاط اللازمة للحصول على مثلث جميع أضلاعه تأخذ أحد الألوان السابقة على 
افتراض تلوين كل من القطع المستقيمة الناشئة عن هذه النقاط بأحد الألوان 


الموجودة. 


المترجمان: حيث لا توجد أي ثلاثة منها على استقامة واحدة. 


ENS 
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hua (1.0)‏ في المنطق Problems of Logic‏ 


مع أن بعض المسائل التي نقدمها ذات طبيعة هندسية أو مسائل عد أو مسائل 
تحليلية:؛ إلا أن المنطق يلعب دورًا مال حل جميع هذه المسائل. نقدم 2 هذا البند 
مسائل بحيث يكون للمنطق الدور الأساسي 2 صياغتها وحلّها. نبدأ بمسألة من 


المسائل التقليدية التي نطلق عليها "مسائل الكذب والصدق". 


(1.0.1) atte 
ونمط‎ Loita وصلت إلى جزيرة ينقسم جميع سكانها إلى نمطين: نمط صادق‎ 
عند طرح سؤال إجابته نعم أو لا ستكون إجابة النمط الصادق صحيحة‎ . Leila كاذب‎ 
وإجابة النمط الكاذب خاطئة. لا توجد طريقة مباشرة لتعرف الشخص الكاذب من‎ 
الشخص الصادق. ما السؤل الممكن طرحه على أي شخص من سكان الجزيرة لتعرف‎ 

فيما إذا كان هذا الشخص صادقًا ai‏ كاذب s‏ 
الحل: 

إذا سألت سؤالاً مباشرًا مثل: "هل أنت من النمط الصادق ؟". فإن الشخص من 
النمط الصادق سيجيب ب"نعم" والشخص من النمط الكاذب سيجيب ب"نعم”" (لأنه 
كاذب دائما) . وسنحصل على إجابة مماثلة لو كان السؤال "هل أنت من النمط 
الكاذب؟". لذا فإن ا کا الو مه pias tiie‏ 

من ذلك نرى الحاجة إلى سؤال مركب نستخدم فيه أداة "الشرط" أو "الفصل" أو 
"العطف". أحد الأساسيات التي نتعلمها 2 مقرر منطق أساسي أنه يمكن إعادة صياغة 
السؤال الذي يستخدم أي من أدوات الريط الثلاث أعلاه إلى سؤال EALS‏ يستخدم أي من 
أدوات الريط الأخرى (انظر: .([KRA1]‏ سنقدم سؤالاً شرطيًا "إذا كان....فإن..." ونبين أنه 
سيفي بالغرض. 

من الممكن أن تكون صياغة السؤال على النحو التالي: "إذا كان الجو ماطرًا فما 
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الذي تستطيع قوله عن ..." أو "إذا كنت أستادًا 2 الحروف فماذا ستكون إجابتك عن..". 
ولكن من الواضح أن هذه الأسئلة الشرطية ليس لها علاقة 2 الموضوع . 

على الأرجح من الممكن أن يكون السؤال على النحو التالي: "إذا كنت من النمط 
الصادق فماذا تقول عن ..." أفضل. وأيضًا تكون نتيجة السؤال لها علاقة مع موضوع 
المسألة التي نحاول حلها. ولذا سنحاول طرح السؤال التالي: 

إذا كنت من النمط الصادق فماذا ستكون إجابتك عن "هل أنت من النمط 
الكاذب ؟". 

سنحاول الآن تحليل إجابات نمطي سكان الجزيرة عن هذا السؤال. 

من الواضح أن إجابة الشخص من النمط الصادق ستكون "لا". لذا فإذا طرحت 
السؤال على شخص من النمط الصادق فسيكون صادقًا ويجيب عن السؤال ب "لا". أما 
تفكير النمط الكاذب فسيكون بوضوح تفكير النمط الصادق. أي أنه يعلم أن إجابة النمط 
الصادق عن مثل هذا السؤال ستكون "Y"‏ لكنه يعلم أنه يجب أن تكون إجابته كاذبة وبهذا 
فإنه سيجيب عن السؤال ب"نعم". 

إذن» نكون قد وجدنا السؤال الملائم الذي سيجيب عنه النمط الصادق "لا" 
ويجيب عنه النمط الكاذب ب"نعم". وبهذا نستطيع التفريق بين النمطين من 
الأشخاص. لا 

يمكنك الآن محاولة تعديل السؤال الذي طرحناه 2 المسألة السابقة وترى 
النتيجة التي ستحصل عليها. على سبيل JEU‏ حاول التعديل 2 السؤال ليكون على 
النحو التالي: "إذا كنت من النمط الكاذب فما إجابتك عن السؤال: "هل أنت من النمط 
الصادق؟". توجد صيغ أخرى للسؤال يمكن تجريبها. ماذا ستكون النتيجة لو طرحت 
السؤال "هل أنت ديك ؟". 


المسألة التالية من مسائل السياق نفسه نطرحها كمسألة تحدي. 


مغاهيم أساسية 


مسأل تحدي (Y,D, V)‏ 
أنت 2 الجزيرة التي سكانها إما من النمط الصادق Leila‏ أو النمط الكاذب 
دائمًا. صادفت شخصين من سكانها A‏ و2 . ما السؤال الممكن طرحه على A‏ الذي 
يجب أن تكون إجابته "نعم" أو "لا" بحيث تحدد إجابته نمط الشخص gi) B‏ هل B‏ من 

النمط الصادق آم من النمط الكاذب) ؟ 

)؟,0,.١( تحدي‎ AT Live 
ونمط يقول‎ Leila ينقسم سكان جزيرة إلى ثلاثة أنماط؛ نمط يقول الصدق‎ 
ويقول الصدق 2 أحيان أخرى. لا يمكن‎ Lei ونمط يقول الكذب‎ Leila الكذب‎ 
التفريق بين الأنماط من المظهر الخارجي. إذا التقيت بأحد سكان الجزيرة فما السؤال‎ 
الذي تطرحه عليه بحيث تمكنك إجابته من تحديد النمط الذي ينتمي إليه هذا‎ 

الشخص؟ 

نالت المسألة التالية شهرة إعلامية 4 السنوات القليلة الماضية. الحافز من وراء 
هذه المسألة هو برنامج مسابقات تليفزيوني "دعنا نعقد صفقة". يمكن تبسيط المسابقة 
على النحو التالي: يواجه المتسابق ثلاثة أبواب» خلف أحد هذه الأبواب جائزة قيمة 
ولتكن سيارة» وخلف كل من البابين الآخرين جائزة بسيطة ولتكن ماعز. على المتسابق 
اختيار أحد الأبواب عشوائيًا والحصول على الجائزة التي خلف هذا الباب. ولكن مقدم 
البرنامج مونتي هول (Monty Hall)‏ يبدأ بمداعبة وإغراء وتشجيع المتسابق على استبدال 
خياره مما يثير شك لدى المتسابق فيما إذا كان خياره هو الأفضل. 

المسألة التي أصبحت تعرف بمسألة مونتي هول هي: يقوم المتسابق باختيار ا حد 
الأبواب ولنفرض (دون المساس بالعمومية) أن هذا الباب هو الباب 3 . قبل فتح هذا الباب 
يقول مونتي هول: "سأقوم الآن بفتح أحد البابين الآخرين لترى الجائزة الموجودة 
خلفه". بعد ذلك يفتح Él‏ من البابين لتظهر jela‏ خلف هذا الباب. الآن» يسأل 


مونتي هول المتسابق: "هل تريد تغير اختيارك للباب؟". 
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من الواضح أن المتسابق لن يحتاج الباب الذي فتحه مونتي هول لأن الجائزة 
التي خلفه ماعز. لذا فالخيارهو فيما إذا كان المتسابق يرغب ب4 التخلي عن الباب 
الذي اختاره ومن ثم يختار الباب المقفل الآخر. يبدو من الظاهر أن احتمال وجود سيارة 
خلف الباب الذي اختاره المتسابق يساوي احتمال وجود سيارة خلف الباب الذي لم يقم 
مونتي هول بفتحه OY‏ لدينا بابين خلف أحدهما سيارة وخلف الآخر ماعز. إذنء ما 
الهدف من تغيير الخيار؟ ولكن هذا التحليل لم يآخذ بالاعتبار حقيقة وجود معزتين 
مختلفتين 2 الأساس. التحليل الذي نقدمه 2 حل المسألة للحالات الممكنة سيؤدي إلى 


نتيجة غير متوقعة. 


مسأل )4,0,1( 

ادرس جميع الحالات الممكنة لحل مسألة مونتي هول. 
الحل: 

نرمز للمعزتين بالرمزين Gy Gy‏ وللسيارة بالرمز C‏ . وللسهولة سنفرض أن 
المتسابق يختار الباب رقم 3 بداية. ولكننا لا نستطيع افتراض أن مونتي هول قد فتح 
الباب رقم 1 لأنه من الممكن لا توجد ماعز خلف الباب رقم 1 بل أن تكون الماعز خلف 


الباب رقم 2 . ولهذا لدينا الحالات التالية: 


3 الباب 1 | الباب 2 | الباب‎ 
0 G, G, 
0 ام‎ 
G, 0 G, 
G, 0 G, 
G, G, 0 
G, G, 0 


هذه هي جميع الحالات الممكنة LOY‏ نعلم من البند )4,١(‏ أن عدد التبديلات المختلفة 
لمجموعة مكونة من 3 عناصرهو 6 = !3. 
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a)‏ هذه الحالة مونتي هول سيجد jela‏ خلف الباب 2. ولذا ليس من صالح 
المتسابق تغيير اختياره. سنرمز لذلك بالرمز N‏ 
(Y)‏ هذه الحالة مشايه للحالة (١).ولذا JN‏ 
(e)‏ #الحالة مونتي هول يفتح الباب 1 الذي خلفه الماعزومن ثم يكون ‏ صالح 
المتسابق تغيير خياره. ونرمز لذلك بالرمز ۲ . 
alee )4(‏ للحالة (") ولذا يكون 2 صالح المتسابق تغيير خياره. إذن» ۲ . 
(o)‏ هنايفتح مونتي هول الباب رقم 2 ويكون 2 صالح المتسابق تغيير خياره. إذن؛ 
or‏ 
)3( 2 هذهالحالةيفتح مونتي هول الباب رقم 2 ويكون 24 صالح المتسابق تغيير 
خياره إذن» ۲ . 
لاحظ أننا حصلنا على 4 حالات Y‏ وحالتين N‏ . لذا فإن تغيير المتسابق للباب 
الذي اختاره يكون بے صالحه وذلك بعد فتح مونتي هول لباب خلفه ماعز. El‏ 
المسألةالسابقة هي مسألة ذات طبيعة احتمالية. يمكن حل العديد من مسائل 
الاحتمالاتالبسيطة بدراسة الحالات المختلفة أو بطرق العد. نقدم المزيد من مسائل 
الاحتمالات 2 الفصلين 3 و8. 
مسأئي )0.0.1( 
عدد الراشدين أكبر من عدد الصبيان وعدد الصبيان أكبر من عدد البنات 
وعد البنات أكبر من عدد العائلات (العائلة هنا زوج وزوجة). لا توجد عائلة عدد 
أطفالها أصغر من 3 . ما أصغر عدد من العائلات التي تحقق جميع هذه الشروط؟ 
الحل: 
إذا كان عدد العائلات يساوي 1 فإنه يجب أن يوجد: بنتان على الأقل» 3 صبيان 
على الأقل؛ 4 راشدين على الأقل. لكن 4 راشدين يكونون عائلتين؛ وبهذا نحصل على 
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إذا كان عدد العائلات يساوي 2 فإنه يجب أن يوجد: 3 بنات على الأقل» و4 
صبيان على الأقل؛ 5 راشدين على الأقل. ولكن وجود خمس راشدين يعني وجود أكثر 
من عائلتين ومن ثم ثلاث عائلات على الأقل وهذا تناقض. 

إذا كان عدد العائلات 3 فإنه يجب أن يوجد 4 بنات على الأقل» و5 صبيان 
على الأقل: 6 راشدين على الأقل وهذا ممكن. إذن» لا يوجد تناقض هنا. لذا فإن وجود 
ثلاث يمكن أن يحقق الشرط. 

4 الحقيقة: إذا كان لدينا ثلاث عائلات حيث يوجد لدى العائلة الأولى بنتان 
وصبي ولدى العائلة الثانية بنتان وصبي ولدى العائلة الثالثة ASS‏ صبيان فإنه يوجد 
6 راشدين» 5 صبيان» 4 بنات» 3 عائلات. ومن ثم فالشروط جميعها محققة. (Oa)‏ 
أصغر عدد من العائلات التي تحقق الشروط هو 3 . لا 

طريقة الحل المستخدمة 2 حل المسألة السابقة تسمى طريقة "الاستنفاد- 
"exhaustion‏ لاحظ أن هذه الطريقة ليست عملية إذا كانت إجابة المسألة 357 OY‏ 
التحقق من جميع الحالات يستغرق Gdg‏ كبيرًا نسبياء ومع ذلك فمن المهم أن نعرف 
وجود طريقة الاستنفاد كإحدى طرائق حلول المسائل. 


(3,0, V) Artie 

أثبت أن عدد الأعداد الأولية غير منته. 
الحل: 

العدد الأولي هو عدد صحيح موجب أكبر من 1 وله قاسمان فقط هما العدد 1 
والعدد نفسه. جميع الأعداد ...,2,3,5,7,11,13,17,19,23 أولية. كل عدد صحيح 


أكبر من 1* يقبل القسمة على عدد أولي) 2 الحقيقة يمكن كتابته بطريقة وحيدة 


0 المترجمان: العدد الصحيح يجب أن يكون أكبر من 1 و لا يكفي أن يكون موجبا OY‏ 1 عدد 
صحيح موجب ولا يقبل القسمة على عدد أولي. 
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(باستثناء الترتيب) ححاصل ضرب عدد منته من الأعداد الأولية. وهذا هو فحوى المبرهنة 
الأساسية 2 الڪlwب) .(fundamental theorem of arithmetic‏ 

البرهان الذي نقدمه لحل هذه المسألة هو البرهان بالتناقض أو البرهان غير 
المباشر .(proof by contradiction or indirect proof)‏ 

لنفرض إذن» وجود عدد منته من الأعداد الأولية ولتكن Dy‏ ,0...,و2 Diy‏ . 
ولنفرض أن 1 + N = (p,p,...p,)‏ . أي أن N‏ حاصل ضرب جميع هذه الأعداد 
مضافاا إليه العدد 1.الآن» يقبل N‏ القسمة على عدد أولي (كما بينا 2 الفقرة 
السابقة) ولكن لا يقبل N‏ القسمة على ,م لأنه عند قسمة N‏ على ,7 سيكون لدينا 
باقي 1 basi.‏ لا يقبل N‏ القسمة على رم OY‏ عند قسمة N‏ على Dy‏ سيتبقى Éa‏ 
2.1 الحقيقة» لا يقبل N‏ القسمة على أي من الأعداد الأولية Pi Pas- Dy‏ . لكن 
هذه هي جميع الأعداد الموجودة و N‏ يجب أن يقبل القسمة على عدد أولي! هذا هو 
التناقض المنشود. إذنء لا يمكن أن يكون عدد الأعداد الأولية منتهيًا ومن ثم فهو عدد 
غير منته. لا 

مع أن طريقة "البرهان بالتناقض" هي طريقة alg‏ إلا أنها إحدى طرائق 
البرهان المهمة 2 الرياضيات والتبرير التحليلي. يتم تنفيذها على النحو التالي: 

المطلوب إثبات صواب التقرير P‏ . الآن» إما أن P‏ صائب أو أنه خاطئ. لا يمكن 
أن نقول: "انتظر وسنرى" أو "يمكن أن يكون 2 حالة تفع بين الخطأ والصواب". يجب أن 
يكون 2 إحدى الحالتين (انظر: [KRAI]‏ لزيد من النقاش حول هذا المفهوم). 
إستراتيجية البرهان بالتناقض هو إثبات استحالة أن يكون P‏ خاطتا. لذا فإننا نفرض 
أن P‏ خاطئ ونبين استحالة هذا الفرض (هذا هو التناقض). وبهذا فإن النتيجة الممكنة 
الوحيدة هي أن يكون P‏ صائبًا. هذا هو بالضبط ما بيناه عند حل المسألة )3,0,1( 


يعزى برهان وجود عدد غير منته من الأعداد الأولية إلى إقليدس (Euclid)‏ حيث 
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قدم إقليدس هذا البرهان قبل أكثر من 2000 ale‏ وكان هذا البرهان هو أول برهان 
بالتناقض. ومن الملفت للنظرآن الرياضيين لم يتقبلوا طريقة البرهان بالتناقض على 
أنها طريقة برهان اعتيادية قبل بداية القرن العشرين. 


Issues of Parity مسائل في التوعيي‎ (1,1) 


أبسط أنواع الأمثلة على النوعية "فردي أو زوجي" لكن هناك العديد من 
الأمثلة الأخرى. نقدم 2 هذا البند جوانب مختلفة من النوعية. 
مسأل )5.1.1( 

أردنا تبليط أرضية حمام مربعة الشكل طول ضلعها 8 أقدام باستخدام 
بلاطات طولها 2 قدم وعرضها 1 قدم. توجد مغسلة 4 أحد أركان الحمام تحتل 
سباكتها مريعًا طول ضلعه 1 قدم من أرضية الحمام. 4 الركن المقابل؛ يوجد 
مرحاض وتحتل سباكته مريعًا طول ضلعه أيضًا 1 قدم من أرضية الحمام (انظر: 
الشكل (VA‏ يبين الشكل رقم )14( تقسيم أرضية الحمام إلى مريعات مساحة كل منها 
1 قدم مريع. هل من الممكن إنجاز مهمة تبليط الأرضية؟ 


شكل رقم (M)‏ 
الحل: 
مساحة الأرضية المراد تبليطها هي 62 = 1×1-1×1- 8×8 Loud‏ 
مربعًا. لذا فإننا نحتاج إلى 31 بلاطة (مساحة كل بلاطة 1 × 2 قدم مريع). 


em 
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يبين الشكل رقم )+( أحد الترتيبات الممكنة لوضع البلاطات (لاحظ Lei‏ 
فشلت 2 تغطية الأرضية المراد تبليطها OF‏ مربعين 2 الأسفل لم يتم تبليطهما ومن 
غير الممكن استخدام بلاطة من النوع 1 2% لتغطيتهما). 


E FW E AAA 
Aun 
uc 
لكان اه ها لكك وام‎ 
CES TOU 
OOOO 
UIA] 
LCD] | 


شكل رقو (ر١٠)‏ شكل رقم (Y1)‏ 
وإذا جرينا محاولات أخرى فسنرى أنها تفشل ے2 إنجاز Legh!‏ (جرب ذلڪ 
باستخدام رقعة شطرنج مع وضع قطعة نقود على مريعين متقابلين). 
2 هذه اللحظة بدأنا 4 الشك 2 إمكانية إنجاز مهمتنا. ولكن كيف يمكننا 


إثبات استحالة تبليط أرضية الحمام بالشروط المعطاة؟ إذا أردنا تجريب جميع الخيارات 
فتوجد Olia‏ عديدة من الحالات التي علينا تجريب كل منها وهذا غير ممكن. الفكرة 
التي نقدمها (تعتمد على النوعية) هي تلوين أرضية غرفة الحمام باللونين الأسود 
والأبيض كما 2 رقعة الشطرنج (انظر: الشكل رقم .)۲١‏ لاحظ أن كل بلاطة من 
النوع 1 21 تغطي مريعين متجاورين أحدهما يجب أن يكون أبيض والآخر أسود. وإذا 
وضعنا بلاطتين فإنهما تغطيان مريعان من النوع الأبيض ومربعان من النوع الأسود. 
بصورة ale‏ عدد k‏ من البلاطات سيغطي k‏ من المربعات البيضاء و k‏ من المربعات 
السوداء. ولكن عدد المريعات من اللون الأبيض 2 أرضية الحمام يساوي 30 وعدد 
المربعات من اللون الأسود يساوي 32 . وهذا يبين استحالة إنجاز المهمة. لا 
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حصلنا على نوعية 2 المسألة السابقة باستخدام تلوين الأرضية؛ ومن دون هذا 
التلوين فإننا نحتاج إلى تبرير عدي معقد لحل هذه المسألة. 
CANDIDA‏ 

لدينا وعاء سعته 6 لترات ووعاء آخر dia‏ 4 لتر. يتم تعبتئتهما بغمرهما 2L‏ 
النهر. كيف يمكن أن نستخدمهما لوضع 3 لترات من الماء 4 أحدهما؟ 
الحل: 

الخطوات المسموحة L‏ هذه المسألة هي: 

(i)‏ ملأ sleg‏ (ب) تفريغ وعاء (ج) تفريغ أحد الأوعية 2 وعاء آخر. 

تتكون هذه الخطوات من جمع أو طرح مضاعفات للعددين 4 و 6 . لكن جمع أو 
طرح عددين زوجين هو عدد زوجي. لهذا لا يمكن الحصول على عدد فردي 3 . إذن 
المسألة مستحيلة sehati‏ لا 
At Live‏ تحدي (١,1,؟)‏ 

لنفرض أن لدينا وعاء سعته 9 لترات وآخر سعته 4 لترات كيف يمكن 
استخدامها لوضع 6 لترات 2 الوعاء الكبير؟ 

استخدمنا النوعية 2 المسألتين السابقتين لإثبات استحالة الحصول على حل. 
والآن نستخدمها لإثبات وجود حل. 
Atlus‏ )81,1( 

[ماسك-Kءءه۷]‏ لدينا كثير وجوه عدد رؤوسه 1981 [من السهل تخيل ذلڪ]. 
ضع 1981 نقطة على كرة وحدة 2 الفضاء ثلاثي البُعد؛ وبعد ذلك صل بين هذه 
النقاط بقطع مستقيمة لتحصل على كثير الوجوه]. ولنفرض أننا قمنا بشحن كل 
من الأضلاع بشحنة 1+ أو شحنة 1-. بين وجود رأس بحيث يكون dhola‏ ضرب 
شحنات الأضلاع الواقعة عليه يساوي 1+ . 


-OA- 
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الحل: 
لنفرض Loi‏ ضرينا شحنات جميع الأضلاع الواقعة على جميع الرؤوس. عندئن» 
حسبنا كل من الأضلاع مرتين OY)‏ كل ضلع واقع على رأسين). وبهذا نكون 
قد ضرينا عددًا زوجينًا من 1+ وعددا زوجيئًا 1-. ومن ثم فحاصل ضرب 
يساوي 1 . 
ولكن عدد الرؤوس فردي. ومن ذلك فلا يمكن أن يكون حاصل الضرب الذي 
نحصل عليه عند كل راس هو 1- (حاصل ضرب عدد فردي من 1- يساوي 1-). إِذنء 


لا بد من وجود رأس واحد على الأقل حاصل ضرب الأضلاع الواقعة عليه يساوي 1+ . 


(0.9.1) (at Lane 
عليهم قطيع‎ Jos بينما كان الجيران يتناولون عشاءهم 2 حديقة منزل أحدهم‎ 
من الأبقارمما أحدث فوضى وتدافع. بعد إحصاء الموجودين عدد الرؤوس 120 وعدد‎ 

الأقدام 300 . ما عدد الأشخاص وما عدد الأبقار ؟ 
الحل: 
لنفرض أن P‏ هو عدد الأشخاص وأن C‏ هو عدد الأبقار. عندئن؛» عدد الرؤوس 


هو PHO‏ وعدد الأقدام هو 22 + 4C‏ (قدمان لكل شخص وأريعة أقدام لكل بقرة) 


إذن» 
C+ P =120‏ 
4C + 2P = 300‏ 
ويحل هاتين المعادلتين نجد أن 30 = C‏ و 90 = LJ . P‏ 


(3,1,1) تحدي‎ AT Live 
لنفرض أن 10 من الأبقار 2 المسألة السابقة كانت عرجاء ولها ثلاثة أقدام.‎ 
وأن عدد الرؤوس والأقدام بقيا كما هو 120 رأس و 300 قدم. ما عدد الأيقاروما عدد‎ 


الأشخاص 2 هذه الحالة؟ 
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[Halmos [هالموس-‎ CADDA 
دعا السيد/ صلاح وزوجته السيدة/ نهى أخوين هما السيد/ صلاح الأربعة‎ 
وزوجاتهم إلى مائدة عشاء. عند وصولهم إلى بيت السيد/ صلاح تم العديد من‎ 
آخر مرتين‎ ani المصافحات ولكن لم يصافح الجميع الجميع. لم يصافح شخص‎ 
ولم يصافح زوج أوزوجة أحدهما الآخر. صافح السيد/ صلاح والسيدة/ نهى بعض‎ 
الضيوف. بعد انتهاء العشاء سأل السيد/ صلاح كل من الأشخاص الموجودين عن عدد‎ 
الأشخاص الذين صافحهم فكانت الإجابات جميعها مختلفة. كم عدد الأشخاص‎ 

الذين صافحتهم السيدة/ نهى؟ 
الحل: 

لنرمز بالرمز S‏ للسيد/ صلاح وللسيدة/ نهى وللأزواج الأربعة الباقية بالرموز 
Y. 10, )0, 8,4‏ يوجد شخص صافح 9 أشخاص OY‏ ليس الجميع صافح الجميع. (Od)‏ 
كل من الأشخاص التسعة (عدا السيد/ صلاح) قد صافح عددًا من الأشخاص يقع بين 
0 و8.أحد الأشخاص صافح 8 أشخاص وليكن 4 . الآن» ما عدد الأشخاص الذين 
صافحتهم ٩ A‏ ڪل شخص من بين الأزواج 8 ,0,0 ,5 قد صافحت السيدة/ A‏ 
(السيدة/ A‏ صافحت 8 أشخاص ولم تصافح زوجها). إذن كل من الأشخاص من بين 
الأزواج S, D,C,B‏ قد صافح Leaded‏ واحدًا على الأقل. ولكن هناك شخص لم يصافح 
أحدًا. لذا فإن هذا الشخص يجب أن يكون السيدة/ 4 . 

بعد أن علمنا عدد الأشخاص الذين صافحهم وصافحتهم السيد والسيدة / 
ننتقل إلى الشخص الذي صافح 7 أشخاص ولتكن السيدة/ 8 . نعلم أن السيدة/ B‏ 
قد صافحت السيد/ A‏ ولم تصافح السيدة / 4 . لذاء للحصول على T‏ أشخاص 
صافحتهم السيدة/ B‏ فإنه من المؤكد أنها صافحت جميعالأزواج 
S, 07‏ . ولكن أحد الأشخاص يجب أن يصافح شخصا واحدًا فقط, وأن كل من 


الأزواج S,D,C‏ صافح على الأقل شخصين هما السيد/ A‏ والسيدة/ 8 . إذن» الشخص 


مغاهيم أساسية 


الذي صافح شخصا واحدًا فقط يجب أن يكون السيد/ 8 . 


وبالاستمرار على هذا المنوال» نجد أن الشخص الذي صافح 6 أشخاص متزوج 
الشخص الذي صافح شخصين:ء وأن الشخص الذي صافح 5 أشخاص متزوج الشخص 
الذي صافح 3 أشخاص. وبهذا يتبقى لدينا السيدة/ 5 والتي تكون قد صافحت 4 
أشخاص؛ وأن العدد 4 هو العدد الوحيد الذي لا يمكن ربطه مع عدد آخر. (a)‏ عدد 


الأشخاص الذين صافحتهم السيدة/ S‏ هو 4 أشخاص. لا 


مسألق تحدي )1.1,١(‏ 
بالرجوع إلى المسألة السابقة» كيف يمكننا التحقق من أن السيدة/ 5 لا يمكن 
أن تكون قد صافحت 8 أشخاص؟ 


(4.9.1) (at Lue 
يستطيع خروف أكل جميع برسيم أحد الحقول  يوم واحد وتستطيع بقرة‎ 
أن تأكل جميع برسيم الحقل نفسه 2 نصف يوم. كم من الوقت يستغرق أكل برسيم‎ 

الحقل إذا تعاون الخروف والبقرة Éra‏ على ذلك ؟ 
الحل: 

لاحظ أن البقرة تساوي خروفين (حسب نص المسألة). لذا فالخروف والبقرة 

1, ar f : 

يساويان 3 خرفان. وبهذا يستطيع ثلاث خرفان أكل برسيم الحقل 2 9 يوم. لأ 
AAT Lene‏ تحدي )٠١١,5,١(‏ 

يستطيع git!‏ (ثور إفريقي كبير له قرنان معكوفان) أن يأكل برسيم حقل 2 
يومين وتستطيع اللاما أكل برسيم الحقل نفسه 2 ثلاث أيام وتستطيع الماعزأكل 
برسيم الحقل نفسه 2 أربع أيام. ما الزمن اللازم لأكل برسيم الحقل إذا تعاون على 
ذلك ثلاثة حيوانات Éra‏ ؟ 


eae 
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(WAV) مسأل‎ 

ما مرتبة (خانة) alai‏ العدد 34298 g‏ 
الحل: 

من الواضح أن آخر شيء نفكر فيه هو حساب هذا العدد. حتى لو لجأنا إلى 
برنامج مثل MATHEMATICA‏ فإننا سنواجه مشكلات مع سعة الذاكرة أو التخزين. 
لذا دعنا نفكر 2 طريقة للحل. 

لاح ظ أن 3 = !3 9 = ?3: 27 = 83 81 = 34, 243 = 3° وهكذا. لذا 
فإن مراتب الآحاد الممكنة هي 1,7,9,3 OY)‏ النمط سيتكرر). من بين هذه القائمة 
المرتبة 1 مرتبة خاصة OF‏ 1 = 1 ×1 وأن 1 يظهر عند رفع العدد 3 إلى القوة 4 . إن 
ذلك يقترح علينا كتابة العدد على الصورة 

34798 = (ey? x 32 

حصلنا على ذلك بقسمة 4798 على العدد 4 لنحصل على خارج قسمة 1199 وباقي 
2 ومن ثم استخدمنا قوانين الأسس البدائية. 

الآن» مرتبةآحاد 34 تساوي 1. ولذات فإن مرتبةآحاد )37( 


ستبقى 1. أما مرتبة آحاد 37 فهي 9. إذن؛ مرتبة آحاد العدد 3498 تساوي 9. لأ 


مسأل (17,1,1) [صعبة] 


ما آخر ثلاث مراتب 2 العدد 34298 ؟ 


ae 


O) 


Ci) 
0) 
($) 


(°) 
(1) 


(Y) 
(A) 


(A) 


(VN) 


مفاهيم أساسية 
تمارين على Lanti‏ الأول 


أثبت أن أي قوة صحيحة موجبة للعدد )1 — (V2‏ يمكن كتابتها على الصورة 
VN —VN-1‏ حيث N‏ عدد صحيح موجب إإرشاد: استخدم الاستقراء 
وعالج القوة الفردية والقوة الزوجية للعدد (1- (N2‏ كلذ غلى [ode‏ 
احسب مجموع أول k‏ من الأعداد الفردية؟ 
احسب مجموع أول / من مكعبات الأعداد الصحيحة الموجبة. 
أثبت أنه من بين 52 عددًا صحيحًا Linge‏ مختلفة: يوجد عددان مختلفان 
يقبل مجموعهما أو الفرق بينهما القسمة على العدد 100. 
جد جميع أزواج الأعداد الصحيحة 277 7 التي تحقق MAN‏ = 11 771 . 
كم عدد الأصفار التي ينتهي بها العدد (!200) ؟ 
كم عدد الأصفار التي ينتهي بها العدد 4 y‏ 5000 بز 2300 و 
توجد مجموعة من الأشخاص 2 غرفة. بعضهم صافح البعض الآخر وبعضهم 
لم يصافح أحدًا. ماذا يمكن القول عن عدد الأشخاص الذين صافحوا عددا 
Lima)‏ من الأشخاص الآخرين؟ 
كم مرتبة (خانة) نحتاج لترقيم صفحات كتاب عدد صفحاته 100 مرقمة 
من 1 إلى $100 
كم عدد الأعداد الصحيحة الموجبة k‏ التي تحقق الخاصية: 

مرتبة آحاد !۸ لا تساوي 0 ؟ 
لنفرض أن العدد الصحيح k‏ مضاعف للعدد 9. اجمع جميع مراتبه. إذا كان 
المجموع عددًا مكونًا من أكثر من مرتبة واحدة. اجمع هذه المراتب. استمر على 
هذا المنوال حتى تحصل على عدد مكون من مرتبة واحدة. هذه المرتبة يجب أن 
تكون9 . هل تستطيع تبرير ذلك ؟ 


ا 
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(VY) 


(VY) 


(1%) 


(ve) 


0D 


بالرجوع إلى التمرين رقم .)١١(‏ قدم التعليمات التالية لأحد الأصدقاء: اختر 
عدد صحيح من بين الأعداد 1 إلى 10. اضرب العدد بالعدد 9. ا جمع مراتب 
الناتج. اطرح العدد 5 . تحصل الآن على عدد مكون من مرتبة واحدة. اختر الآن 
الحرف المقابل لهذا العدد (1 ++ 2.۸4 ج+ 2, 3 ج+ € وهكذا).اختر atga‏ 
يبدأ اسمها بهذا الحرف. خذ الحرف الثاني من اسم هذه الدولة. اختر حيوان 
يبدأ اسمه بهذا الحرف. الآن» اترك صديقك يفكر للحظة ثم قل " لكن لا 
توجد فيلة 2 الدينمارا “but there are no elephants in Denmark ut‏ !- - ما 
الصحيح هنا ؟ ما النكتة؟ 

ليكن hae p‏ أوليا. وليكن 7 أي عدد صحيح موجب. جد صيغة لحساب عدد 
مضاعفات p‏ # المضروب n)‏ 

[هالموس] تزن بطيخة 500 كيلوغرام. من المعلوم أن 997% من وزن البطيخة 
هو ماء. وضعنا البطيخة 2 غرفة درجة حرارتها عالية بحيث تفقد بعض الماء 
منها. 2 اليوم الثاني وجدنا أن نسبة الماء 4 البطيخة هي 98% من وزنها. ما 
وزن البطيخة الجديد؟ 

يتنافس 15 فريق رياضي 2 مباريات دورية. يلعب كل فريق مع كل من الفرق 
الأخرى مباراة واحدة فقط. تحسب نقاط كل من الفرق على النحو التالي: 

3 نقط للربح» 2 نقطة للتعادل» 1 نقطة للخسارة. عند حساب مجموع نقاط 
كل من الفرق مع نهاية المباريات وجدنا أن جميع هذه المجاميع مختلفة. كان 
أصغر مجموع هو 21 نقطة. بين أن الفريق الذي حصل على أكبر مجموع 
من النقاط خسر مباراة أو أكثر. 

لنفرض أن T‏ طارة (torus)‏ كما هو موضح 4# الشكل رقم (VY)‏ جد العدد 
7 الذي يحقق الصيغة 7 = V - E + F‏ لأي رسم مسموح على سطح 
الطارة T‏ (تذكرأن 2 = y‏ للكرة ولكن العدد 7 سيكون مختلفا للطارة). 


ees. 


(VY) 


OA) 


(14) 
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يسمى العدد 7 مميزأويلر cui . (Euler characteristic)‏ أن العدد 7 الذي 


وجدته يحقق الصيغة لجميع الرسومات المسموحة 2 الطارة 0 


شكل رقم (YY)‏ 
لنفرض أن , كرة ذات ۸ من المقابض كما هو موضح بے الشكل رقم (Yr)‏ 
ايمكن اعتبار الطارة» كرة ذات مقبض واحد. هل تستطيع تفسير ذلك ]. ما 
العدد ١‏ الذي يحقق الصيغة ”= ۳ + E‏ ا لأي رسم مسموح على 
السطح 5 ؟ برهن أن الصيغة محققة للعدد 7 الذي وجدته. 


كرة لها k‏ من المقابض 
شكل رفم (YY)‏ 

لون كل نقطة من نقاط المستوى الديكارتي بأحد الألوان: أحمر أو أزرق أو 
أصفر. فسر لماذا يمكنك استنتاج وجود قطعة مستقيمة طولها 1 2 المستوى 
بحيث يكون طرفاها ملونين باللون نفسه. 

لون كل نقطة من نقاط المستوى الديكارتي بأحد الألوان السبعة: أحمرأو 
أزرق أو أصفر gi‏ خضرأو بنفسجي أو برتقالي أو الفوشي. أثبت إمكانية عدم 
وجود قطعة مستقيمة طولها 1 طرفاها ملونان باللون نفسه. 
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002 


(YN) 


(YY) 


لدى سكان إحدى القرى الصغيرة العادة الاجتماعية التالية: عندما يكذب 
الزوج على زوجته فسوف تعرف مباشرة جميع زوجات الرجال الآخرين 2 
القرية ما عدا زوجة الرجل الكاذب. لا تبوح الزوجات لأحد عن معرفتهن الزوج 
الكاذب وكذلك الأزواج. 4 اليوم الذي تتأكد فيه زوجة كاذب بدون أدنى 
شك ؤ أن زوجها قد كذب عليها فإنها تنقش الوشم "A"‏ على جبينه 
كوصمة عار قبل غروب شمس ذلك اليوم. 

ل أحد الأيام أعلن مختار القرية عن وجود زوج كاذب واحد على الأقل 2 
القرية (لم يذكر عدد الأزواج الكاذبين). على فرض أن عدد الأزواج الكاذبين 4 
القرية هو 37 فبعد كم يوم سيتم اكتشافهم للعلن؟ [إرشاد: فكر ے2 حالة 
وجود زوج واحد كاذب فقط. ثم 2 حالة وجود زوجين كاذبين 2 القرية. بعد 
ذلك استخدم الاستقراء]. أخذ هذا التمرين من [HAL]‏ 

ماالذي سيحدث 2 التمرين السابق لو أن المختار أعلن عن العدد الفعلي 
للأزواج الكاذبين؟ 

لديك ورقة مريعة الشكل. طابق الحافة العليا مع الحافة السفلى وطابق 
الحافة اليسرى مع الحافة اليمنى بحيث تحافظ على اتجاهات الأضلاع (انظر: 
الشكل رقم 4؟) 


1 T 


شكل رقم (Vt)‏ 
ما الشكل الهندسي الذي ينتج عن ذلك ؟ 
تخيل OF‏ أنك قمت بتدوير الضلع الأيسر قبل لصق الضلعين الأيسر والأيمن 


ete 


(YY) 


(٤) 


(e) 
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(انظر: الشكل رقم .)٠١‏ يسمى الشكل الناتج عن ذلك زجاجة كلاين 
(Klien bottle)‏ . لا يمكن اعتبار زجاجة كلاين على أنها سطح 4 الفضاء ثلاثي 
البُعد؛ لكننا نعتبره كذلك لغرض دراسته رياضيئًا. ما قيمة العدد 7 الذي 
يحقق الصيغة V - E HF = Y‏ لأي رسم مسموح على سطح زجاجة 


كلاين ؟ هل تستطيع OLA!‏ صواب استنتااجك ؟ 


طابق توجيهات الأسهم 


شكل رقم (Y0)‏ 
جد صيغة مغلقة للمجموع: 
n‏ 8 2 1 
(nD!‏ !4 !38 !2 


لتكن S‏ مجموعة عدد عناصرها ۸. تعلم أن عدد المجموعات الجزئية من 
المجموعة S‏ يساوي 2 . ما علاقة ذلك بمعاملات ذات الحدين ؟ [إرشاد: اعتبر 
)2 + 1)]. 

وعاء يحتوي على عدد 0 من الكرات البيضاء وعدد 0 من الكرات السوداء حيث 
a + 0 < 3‏ لنفرض أن لدی لاعبين A‏ و 8 الإستراتيجيتان التاليتان: 

1« نسحب E‏ من الوضاع قافا إذا كانت العرة ضا فاكة بكست 

وإذا كانت سوداء فإنه يخسر. 
Y‏ يقوم A‏ بسحب كرة من الوعاء ويتخلص منها من دون معرفة لونها. 


بعد ذلك يقوم 8 بسحب كرة سوداء. يقوم A‏ بسحب كرة أخرى. إذا 


sWe 
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فيلك 


(YY) 


كانت الكرة الثانية التي سحبها A‏ بيضاء فإنه يكسب وإذا كانت سوداء 


فإنه يخسر. 


إذا استخدم اللاعب A‏ الإستراتيجية )1( فأثبت أن احتمال ريحه هو T‏ 
0 


: فإن احتمال ربحه هو‎ (Y) إذا استخدم الإستراتيجية‎ Laig 

0 0 

+ 
a+b (a+6)(a+b—2) 

من الواضح أن الإستراتيجية (؟) هي الأفضل. ما علاقة هذا التمرين بمسألة 
مونتي هول؟ 
لدينا مكعب مصنوع من الخشب طول ضلعه 3 بوصة. يمكن تقسيم المكعب إلى 
27 مکعبًا طول ضلع كلا منها 1 بتقسيم كل من وجوهه إلى 9 مريعات 
طول ضلع كل منها 1 (انظر : الشكل رقم .)۲١‏ 


شكل رقم )11( 
هل تستطيع نملة بيضاء البدء من أي نقطة على سطح المكعب وتقف على كل 
من المكعبات ثم تنتهي بمركز المكعب ؟ 
ارجع إلى المثال المقدم 2 الكتاب حول تبليط أرضية غرفة الحمام. ما الذي 


يحدث لو كان المربعان غير المرغوب 2 تبليطهما يقعان 4 ركنين من جهة 


AE 


(YA) 


(74) 


(۰) 


مغاهيم أساسية 


واحدة وليسا 2 جهتين متقابلتين؟ ماذا لو كان المريعان متجاورين و2 هذه 
الحالة هل يؤثر موقعهما 2 عملية التبليط (كأن يقعا 2 منتصف أحد 
الجوانب أو منتصف الغرفة). قم بتجريب بعض الحالات! 
جد طريقتين على الأقل لحساب المجموع: 

0 + ...ل 103+ 102+ 101 
الا تعتبر عملية جمعهم (oe‏ حدا "طريقة"]. 
مسرح يحتوي على 500 مقعد. يوجد ثلاثة ألوان من القماش أحمر وأزرق 
وأصفر تستخدم عشوائيًا لتغطية المقاعد بحيث يأخذ كل مقعد Cigh‏ واحدًا 
فقط. كم عدد الطرق الممكنة لإنجازذلك؟ 
يتشارك خمسة أشخاص 2 لعبة السبع ورقات حيث يوزع على كل لاعب سبع 
أوراق. خمس منها مغطاة وورقتان مكشوفتان. كانت الورقتان المكشوفتان لأحد 
اللاعبين هما شابان وجميع الأوراق المكشوفة للاعبين الآخرين ليست شبابًا. ما 


احتمال أن تكون إحدى الأوراق المغطاة لدى هذا اللاعب هي شاب أيضًا ؟ 
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المصل الثاني 
نظرة أعمق على الهندس” 
A Deeper Look at Geometry‏ 


)1.1( هندسي مستويي تقلید یہ 
Classical Planar Geometry‏ 


تعتمد مسائل هذا البند على مفاهيم الهندسة الإقليدية التقليدية. سنطرق 
للمثلثات والدوائرء للإنشاءات باستخدام المسطرة gle atl‏ الزوايا القائمة»الزوايا 
المتجاورة الزوايا المتقابلة. سنقدم aa Y‏ مسائل على هندسة المجسمات» لكن جميع 
مسائل هذا البند ستكون 2 المستوى. 
Atlus‏ (۱.۱,۲) 

لنفرض أن £ و M‏ مستقيمان متخالفان 2 المستوى gi)‏ يتقاطعان 2 نقطة 
واحدة ×). لنفرض أن P E X‏ نقطة على المستقيم / . استخدم المسطرة والفرجار 
Sino‏ اكد Gea‏ وضر 235 oP‏ 
الحل: 

إذا استطعنا إنشاء المركز O‏ للدائرة فعندئن يمكن إنشاء الدائرة OY‏ نصف 
قطرالدائرة سيكون المسافة من ) إلى P‏ ومن ثم نستطيع قياس هذه المسافة 
باستخدام الفرجار (انظر: الشكل رقم (YV‏ . 
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شكل رقم (W)‏ 
بما أن P‏ نقطة تماس فإن القطعة التي أحد طرفيها P‏ يجب أن تكون عمودية 
على 4 . لذا agai‏ بإنشاء مستقيم يكون عموديًا على £ عند النقطة P‏ (انظر: الشكل 
رقم AVA‏ 


شكل رقم (VA)‏ 


من الممكن قياس المسافة من × إلى 7 . لذا يمكن تحديد نقطة Pl‏ على m‏ 
بحيث يكون لها المسافة نفسها من X‏ . بالتماثل» ستكون الدائرة التي نحن بصدد 
إنشاءها تمس m‏ عند Pl‏ 

إذا استطعنا إنشاء عمودي على l‏ عند P‏ وعمودي على m‏ عند Pl‏ فإن 
تقاطع هذين العمودين سيكون مركز الدائرة (انظر: الشكل رقم (YA‏ لهذا فإننا 
اقتصرنا المسألة على إنشاء مستقيم عمودي على مستقيم معلوم عند نقطة معلومة 
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على ذلك المستقيم . نستخدم الآن الشكل رقم (9؟). 


شكل رقم (V8)‏ 

تفع النقطة Q‏ على المستقيم 7 . استخدم الفرجار لتحديد موقعي النقطتين A‏ و B‏ 
على 7 بحيث تقعان على جهتين مختلفتين من () وتبعدان المسافة نفسها عن ) . 
المستقيم العمودي المطلوب هو مجموعة جميع النقاط التي تبعد المسافة نفسها عن 
كل من A‏ و 8 . ولكن لدينا مسبقًا نقطة على المستقيم (النقطة (Q‏ لذا نحتاج إلى 
نقطة أخرى OY‏ المستقيم يتحدد تمامًا بنقطتين. 

افتح الفرجار مسافة تساوي المسافة بين A‏ و2 . ارسم قوسا مركزه A‏ 
ونصف قطره تلك المسافة (انظر: الشكل رقم (y+‏ 


شكل رقم (Y)‏ 
ارسم GYI‏ قوسا آخر مركزه B‏ ونصف قطره تلك المسافة. من الواضح الآن أن نقطتي 
تقاطع هذان القوسان C‏ و( تبعدان المسافة نفسها عن A‏ و . إذن» تقع النقاط 
(,D,C‏ على المستقيم المطلوب. المستقيم الوحيد المار بالنقطتين C‏ و( يمر بالنقطة 
Q‏ وعمودي على المستقيم 7 . 
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ويهذا نكون قد أنشأنا مستقيمًا عمودیًا على مستقيم معلوم يمرينقطة 
معلومة. وياستخدام تحليلنا السابق نكون قد أنشأنا دائرة تمس المستقيمين وهذا ينهي 
حل المسألة. لا 

الملاحظة المهمة التي نلاحظها من حل المسألة السايقة هي الاختزال: اختزلنا 
مسألة إنشاء دائرة إلى إيجاد مركزها واختزئنا إيجاد هذا المركز إلى إنشاء أعمدة 
وهكذا. ندعو مَنْ لديه مهارة 2 حل المسائل إلى اختزال المسألة السابقة إلى متتالية من 
المسائل الأسهل. 
مسأئي (۲.۱,۲) 

من بين جميع متوازيات الأضلاع معلومة المحيط» ما متوازي الأضلاع الذي له 
المساحة الأكبر ؟ 
الحل: 

لنفرض أن 7 هو المحيط. الشكل رقم (YA)‏ يبين متوازي أضلاع محيطه p‏ . 


y 
es p متوازي أضلاع محيطه‎ 
(1) شكل رقم‎ 


إذا قطعنا Lilie‏ كما هو مبين 4 الشكل رقم (YY)‏ ومن ثم alel‏ رسم هذا 
المثلث» كما هو مبين 2 الشكل رقم hrr)‏ فإن المسافة لا تتغير لكن المحيط ينقص 
(العرض يبقى كما هو لكن الضلعين الآخرين يصبحان عموديين وبالتالي يقصر 
الطول). 


= NE = 
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شكل رقم (YY)‏ شكل رقم (YY)‏ 
من ذلك نرى أنه يمكن الحصول على المساحة العظمى بدراسة مستطيلات عوضًا عن 
متوازيات أضلاع عامة. 


لنفرض إذن أن لدا مس تك (ليس بالضرورة مريعًا) كما هو مبين 2 
الشكل رقم (rt)‏ ولنفرض أن محيطه يساوي 7 . نفرض أن طول المستطيل هو © + 17 


وأن عرضه هو fal‏ حيث 0 > .لا حظ أن المحيط يساوي P‏ كما هو موضح 2 


الشكل رقم )70( 
pite‏ 
mi-e wi-e‏ 
محيطه pite p‏ 
شكل رقم (Yt)‏ شكل رقم (Y0)‏ 
مساحة المستطيل هى 
2 
g‏ 2 اع _ ex P‏ = 
16 4 4 
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ونحصل على مساحة أعظمية بجعل 0 < E‏ أصغر ما يمكن. أي عندما يكون 0 = E‏ 
ويهذا فإننا نحصل على مساحة أعظمية عندما يكون المستطيل مربعًا . لا 

توضح لنا المسألة السابقة عددًا من النقاط. إحدى هذه النقاط هي القدرة على 
إنجاز الكثير من دون اللجوء إلى التفاضل والتكامل. إن استخدام التماثل والتبرير 
الهندسي يعد أسلويًا حاسمًا. من الممكن حل هذه المسألة باستخدام التفاضل والتكامل 
أوالهندسة الإحداثية ولكن الابتكار هنا بديل جيد عن استخدام أدوات متقدمة. 
مسأل (۴.۱,۲) 

باستخدام المسطرة والفرجار» جد مركز الدائرة المرسومة داخل مثلث معطى . 
الحل: 

نفترض هنا عدم معرفتنا بأي خصائص للدائرة المرسومة داخل مثلث وجل ما 
نعرفه هو المفهوم الهندسي. سنفترض (على الأقل مؤقتًا) وجود الدائرة المرسومة داخل 
مثلث. أي» إذا كان لدينا مثلث معطى فنفترض وجود دائرة بحيث تكون أضلاع المثلث 
مماسات للدائرة. سنناقش مسألة وجود الدائرة لاحقًا. 

بالرجوع إلى الشكل رقم (Y3)‏ نريد إنشاء دائرة بحيث تعس الضلعين AB‏ 
AC g‏ لذا فإن مركز الدائرة يبعد مسافتين متساويتين عن ضلعي الزاوية A‏ .أي أنه 


يقع على منصف الزاوية © = A‏ . وهذا أيضًا صحيح بالنسبة للزاويتين ‏ و -Y‏ 
A‏ 


A, 


شكل رقمو )11( 


= 


نظرة أعمق على الهندسة 


ومن ذلك نرى أنه إذا استطعنا إنشاء منصفات الزوايا الثلاثة مع افتراضنا وجود 
مشل هذه الدائرة فإن المنصفات الثلاثة تتقاطع 2 نقطة وأن هذه النقطة هي 
مركز الدائرة. 

المسألة اختزلت إلى إيجاد منصف زاوية معلومة. بالرجوع إلى الشكل رقم 


(trv)‏ يكون المطلوب إيجاد نقطة بحيث تبعد مسافتين متساويتين عن ضلعي 


الزاوية. 
شكل رقم (TY)‏ شكل رقم (TA)‏ 
Last‏ لا تستطيع jhe‏ دک بالعياسن من زاس اكزاوية: نذا حضوم بشع الفرجار 
على مسافة ثابتة 0 تكلم فظني 26 9 Y‏ على ضاعي الزاوية يبعدان المسافة 0 عن 


الرأس (انظر: الشكل رقم 8”). نفتح GYI‏ الفرجار عند X‏ ونرسم قوسا نصف قطره cd‏ 
ثم نضع الفرجار عند Y‏ ونرسم قوسا نصف قطره d‏ (انظر: الشكل رقم 9"). 


-VWV- 


أساليب حل المسائل 


نقطة التقاطع Z‏ ستكون على بعدين متساويين من كل X‏ و ۲ . المستقيم المرسوم من 
a‏ دمر تراس ارون وكون Casts‏ يا : 

بعد إنشاء منصف للزاوية نكون قد أنشأنا مركز دائرة مرسومة داخل مثلث 
وتمس أضلاعه. LI‏ 

نناقش اللآن مسألة وجود دائرة مرسومة داخل مثلث. لاحظ أن منصف الزاوية A‏ 
يبعد مسافتين متساويتين عن الضلعين AB‏ و asi. AC‏ منصف الزاوية 8 يبعد 
مسافتين متساويتين عن الضلعين AB‏ و BC‏ .)3 نقطة تقاطع هذين المنصفان تبعد 
مسافات متساوية عن BC ACAB‏ . لذا ola‏ نقطة تقاطع المنصفين للزاويتين A‏ و B‏ 
تقع على منصف الزاوية 0 . وبهذا نكون قد أثبتنا وجود نقطة مشتركة على منصفات 
الزوايا الثلاث. Lory‏ أن هذه النقطة تبعد مسافات متساوية عن أضلاع المثلث الثلاثة فإنها 
ستكون مركز الدائرة المرسومة داخل المثلث. نصف قطر هذه الدائرة هو المسافة المشتركة 
بين هذه النقطة وأي من الأضلاع. المسألة التالية توضح كيفية إيجاد نصف القطر هذا . 


)٤.۱,۲( مسال‎ 

ليكن £ مستقيمماء P‏ نقطة تقع خارج هذا المستقيم. استخدم المسطرة 
والفرجار لإنشاء مستقيم يمر بالنقطة P‏ وعمودي على / . 
الحل: 

ركز رأس الفرجار عند ۶ ثم افتحه مسافة أكبر من المسافة بين Log P‏ 
(انظر: الشكل رقم (E‏ 


le rn 
= 
Sp 


شكل رقم (t+)‏ شكل رقم )1١(‏ 
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ارسم قوسًا Lelis‏ عند 4 و8 (انظر: الشكل )£108( الأن» ركز رأس 
الفرجار عند A‏ وافتح الفرجار مسافة تصل إلى النقطة 8 . ارسم قوسا كما هو موضح 
2 الشكل رقم (EY)‏ 


شكل رفم (EY)‏ شكل رقم )2%( 

كرر الخطوة السابقة بتركيز رأس الفرجار عند 8 هذه المرة (انظر: الشكل 
رقم (tY‏ 

نقطتا تقاطع القوسين تبعدان مسافتين متساويتين عن كل من A‏ و8 . 
المستقيم 77 المكون من مجموعة النقاط التي تبعد مسافات متساوية عن كل من A‏ 
و2 يجب أن يكون عموديئًا على 2 ويمر بالنقطة 7 POY‏ تبعد مسافتين متساويتين 
عن كل من 4 و 2 . L‏ 

لاحظ أن نصف قطر الدائرة التي مركزها P‏ وتمس 4 هوالمسافة من P‏ إلى 
نقطة تقاطع M‏ و /. 
مسأل )%,0,1( 

Ailes tae مس‎ EA AAAs بيخ‎ AB مكلت فافدكه‎ Ohi 
للمثلث وتقسم مساحة‎ OBCA يشخ طرقاها على الطتلعين الانغيين‎ AB للقطعة‎ 
المثلث إلى منطقتين مساحتيهما متساويتين.‎ 
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الحل: 
بالرجوع إلى الشكل رقم )££( نفرض أن ارتفاع المثلث Gig h‏ المسافة من الرأس 
C‏ إلى القطعة المراد إنشاءها تساوي k‏ . الاحظ Lisi‏ تعلمنا من المسألة السابقة كيفية 


إنشاء ارتفاع أو Hagos‏ 


مثلث 7 
شكل رقم )22( 

المنطقة P‏ من المثلث T‏ الواقعة أعلى قطعة المستقيم المراد إنشاءها هي أيضًا 
مثلث يشبه المثلث T‏ . هذا واضح OY‏ فيهما ضلعين متوازيين. إذا كانت » هي النسبة 
بين ارتفاع المثلث الصغير ۸ إلى ارتفاع المثلث الكبير h‏ فإن :0 هي النسبة بين قاعدتيهما. 
إذن» النسبة بين مساحتيهما تساوي 07 OY)‏ مساحة المثلث تساوي حاصل ضرب نصف 
مساحة القاعدة 2 الارتفاع). من ذلك نجد أنه يكفي إنشاء قطعة مستقيمة تحقق 
ai a!‏ س = به .أي أن h‏ = 

من ذلك نجد أن المسألة قد تم اختزالها إلى مسألة إنشاء قطعة مستقيمة 


1 
طولها iG‏ من طول قطعة معطاة. 


kK 


لنفرض إذن» أن £ قطعة مستقيمة معطاة كما هو مبين 24 الشكل رقم )£0( 
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نستخدم أفكار المسائل السابقة والمسطرة والفرجار لإنشاء مثلث قائم متساوي الساقين 
وتره القطعة/ Guidi)‏ مريعًا طول ضلعه/ ثم ارسم قطري هذا المريع). طول كل من 


5 ; و 1ل . 
ساقي هذا المثلث يساوي 6 = فهذا هو الإنشاء المطلوب. لا 


V2 
مرةأخرى استخدمنا الاختزال هنا حيث استعنا بتشابه المثلثات لاختزال‎ 


مسألة هندسة صعبة إلى مسألة هندسة بداثية. 


لنفرض أن P‏ مضلع منتظم are‏ أضلاعه k‏ . ما قياس كل من زوايا P‏ 
الداخلية؟ 
الحل: 


ما الذي نعرفه عن زوايا المضلع؟ نعلم أن مجموع زوايا المثلث تساوي 180° gi)‏ 
7 راديان). هل من الممكن استخدام هذه الحقيقة لحل المسألة؟ 

سنحاول تقسيم المضلع P‏ إلى مثلثات. يقترح الشكل رقم )£5( طريقة لإنجاز 
ذلك ويقترح الشكل رقم (£V)‏ طريقة أخرى لإنجازذلك. ندرس كل واحدة من هاتين 


الطريقتين. 
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شكل رقم )٤1(‏ شكل رفم (17 ) 

2 الشكل رقم (45)» قسمنا المضلع P‏ إلى عدد k‏ من المثلثات متساوية الساقين 
المنفصلة. مجموع زوايا كل من هذه المثلثات يساوي 180° . إذن» مجموع زوايا جميع 
هذه SELELI‏ يساوي (180۸) . لكن هذا المجموع لا يساوي مجموع جميع زوايا المضلع 
الداخلية لأن الزوايا حول مركز P‏ ليست ضمن الزوايا الداخلية للمضلع .إذن» 
= )1804( (مجموع زوايا المثلثات) = 360° + (مجموع الزوايا الداخلية للمضلع (P‏ 
ومن ذلك نجد أن مجموع الزوايا الداخلية للمضلع P‏ هو ° )2— 180(k‏ . 

دعنا نبين الآن أن استخدام طريقة الشكل رقم (EV)‏ لحساب الزوايا الداخلية 
ستؤدي إلى الإجابة نفسها. بما أن عدد أضلاع P‏ يساوي ۸ فإن طريقة الشكل رقم (£v)‏ 
تقسم المضلع إلى )2 — (k‏ مثلث. 2 هذه المرة مجموع زوايا جميع المثلثات تساوي مجموع 
زوايا P‏ الداخلية. إذن» مجموع زوايا المضلع الداخلية يساوي ° )2— )180 وهذاما 
توصلنا إليه باستخدام الشكل رقم Coal .)٤١(‏ قياس أي زاوية داخلية من زوايا المضلع هو: 

q ۰ 180(k — 2)‏ 
k‏ 
(tLe‏ (۷.۱,۲) 
بين لماذا أن قياس مجموع زوايا المثلث يساوي 180° Y]‏ حظ أننا استخدمنا 


ذلك لحل المسالة (5,1,7) لذا لا يمكن استخدامها لحل مسألة التحدي هذدا. 
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نظرة أعمق على الهندسة 


يوضح Lil‏ للمسألة السابقة مبداً Éag‏ عند محاولة حل مسألة جديدة 
أسأل نفسك فيما إذا كنت على دراية بمفهوم سايق له علاقة بالمسألة. حاول إيجاد 
معلومة تساعدك كنقطة انطلاق. المسألة التالية هي أيضًا من هذا النمط. 
مسألت (۸.۱,۲) 

النقطة الشبكية (lattice point)‏ هي نقطة 2 المستوى الديكارتي إحداثياها 


عددان صحيحان. الشكل رقم (£A)‏ يبين عددًا من النقاط الشبكية. 


شكل رفو (2A)‏ 
نفرض أن Cp‏ دائرة مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها 0 > R‏ . ونفرض 
أن M R‏ عدد النقاط الشبكية داخل (وليس على المحيط) الدائرة م0 . جد صيغة 


تقاريية للعدد M R‏ عندما 00+ ج .R‏ 


الحل: 
من المستحيل إيجاد صيغة دقيقة للعدد 7 M‏ لكنئنا سنبحث عن كمية 
HR) a nes‏ _. 

.R ممل‎ Lettie لمت‎ — 1 Luat 2018 u) R 

= MR) قاب ب وتحقق‎ u(R) 


إحدى الأدوات الفاعلة لهذا النمط من مسائل العد هي استخدام المساحة. لاحظ 
Yi‏ أن آي مربع طول ضلعه 1 حيث أضلاعه توازي محوري الإحداثيات يجب أن يحتوي 
على نقطة شبكية واحدة على الأقل. للسهولة» نركز اهتمامنا على مريعات من هذا 
النمط مراكزها نقاط (mM, n)‏ حيث M‏ و7 عددان صحيحان. نطلق على هذا النمط 
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أساليب حل المسائل 


من المربعات "المريعات الجيدة". كل من هذه المربعات يحتوي على نقطة شبكية واحدة ب2 
المركزولا يحتوي أي نتقاط شبكية أخرى. 

R التي مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها‎ Cp ارسم داخل الدائرة‎ OY! 
هو مبين ف الشعل‎ Let (R — f2) وخصق فظرها‎ Just) مركزها ففظة‎ Dp Spits 
(£4) رقم‎ 


شكل رفو )29( 
الآن» أي مريع يقطع Dp‏ سيقع تمامًا داخل Cp‏ . وبالمثل» افرض أن Ep‏ دائرة 
مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها V2)‏ + 8). أي مربع جيد يقطع ea: Cr‏ 
Éli‏ داخل Ep‏ (انظر: الشكل رقم +0( 


Ep 


شكل رقم )+0( 
من ذلك نرى أن: 
مساحة المنطقة داخل mR — V2 = Dg‏ 


-At- 


إذن: 


نظرة أعمق على الهندسة 


مجموع مساحات المريعات الجيدة داخل Cp‏ 


lA 


مجموع مساحات المربعات الجيدة التي تحتوي نقاط شبكية داخل Cr‏ 


lA 


عدد النقاط الشبكية داخل Cp‏ = 

عدد المريعات الجيدة التي تقع داخل Cp‏ أو تقطع Cp‏ > 
مجموع مساحات جميع المربعات داخل Ep‏ 

المساحة داخل Ep‏ 


= n(R+ V2} 


lA 


lA 


r(R-— N2) > M(R) > r(R + V2)? 


الآن» يقسمة المتباينتين على TR?‏ نجد أن 


بجعل 00+ + R‏ نجد أن: 


r(R- V2)? „ M(R) -T(R + ¥2) 
î YORE CY Ori? 
MR) _, 1 
rR? ش‎ 


وبهذا نحصل على الإجابة المطلوبة من المسألة» أي أن الصيغة التقاربية لعدد 
النقاط الشبكية داخل دائرة مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها R‏ هي OSI. wR?‏ 
من الممكن الحصول على صيغة أدق لأن: 


T(R- V2)? - rR —2NoR +2) = rE 1 A + 2 
| RR 
a(R + V2)? = تسرام‎ +2V2R +2] = 1R? ب‎ 
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أساليب حل المسائل 


)٩.۱,۲( مسأل‎ 

برهن مبرهنة فيثاغورس. 
الحل: 

هذه المبرهنة هي المبرهنة 2 الرياضيات التي لها أكبر عدد من البراهين 
(أكثر من 300 برهان - انظر : [0101]). قدم أحد هذه البراهين رئيس سابق للولايات 
المتحدة الأمريكية هو الرئيس جيمس أ. جارفيلد A. Garfield)‏ 13065). سنقدم هنا 
برهانين من هذه البراهين. 

للبرهان الأول» افرض أن b ca‏ هما طولا ساقي المثلث القائم وأن © هو طول 
وتره كما هو مبين B‏ الشكل رقم (01). 


شكل رقم )01( 
طول ضلع المريع الخارجي يساوي +b‏ 0 . لذا فمساحته تساوي ”(0 + ).ومن ناحية 
أخرى؛ نجد أن المربع الخارجي يتكون من أربعة مثلثات ومريع صغير طول ضلعه € 


0 
مساحة كل من المثلثات تساوي 7 ومساحة المربع الصغير تساوي ”ء . ca)‏ 
(at by = [2] +2‏ 
وبالتبسيط نحصل على مبرهنة فيثاغورس ”ع = ”0 + ۵ . 


وللبرهان الثاني» (انظر : الشكل رقم (0Y‏ [للسهولة: فرضنا هنا أن ۾ < LD‏ 


+ Ae 


نظرة أعمق على الهندسة 


شكل رقم (0Y)‏ 
طول ضلع المريع الكبير الخارجي يساوي C‏ . لذا فإن مساحته تساوي C?‏ . ومن ناحية 
أخرى المريع الخارجي مكون من أربعة مثلثات ومريع أصغر. مساحة كل من المثلثات 
أ . طول ضلع المريع الصغير يساوي (b— a)‏ (بفرض أن © > (b‏ ومن ثم فمساحته 
تساوي (b - a)?‏ . إذن: 
زوم + كاه Pe‏ 


وبالتبسيط نحصل على 07 + ”0 = ”ء وهي مبرهنة فيثاغورس. O‏ 
)٠١,۱,۲( Atlan‏ 

أثبت قانون الجيب: إذا كان AABO‏ مثلثًا زواياه ALLAN‏ للرؤوس C.B A‏ 
هي Y (Bua‏ على التوالي فإن: 


sina sinf siny 
BC AC AB 


[إرشاد: احسب ارتفاع المثلث بطريقتين]. 
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(VV) تحدي‎ At Lie 
2 AC و‎ AB أثبت قانون جيب التمام: )13 كانت » الزاوية بين الضلعين‎ 
فإن:‎ AABC 


هدم |40 اهم |2 - AB? +| AC‏ |= ”مها 


(Y.T)‏ الهندست الاحداثيت 
Analytic Geometry‏ 


ركزنا اهتمامنا 2 البند السابق على ما يسمى هندسة تركيبية 
(synthetic geometry)‏ التي اكتشفها إقليدس وقدماء اليونانيين. و هذا البند ندرس 
الهندسة الإحداثية التي اكتشفها ديكارت (Ses. (Descartes)‏ حل العديد من المسائل 
بإحدى الهندستين. إذا قرأت حلا للإحدى المسائل ياستخدام إحدى الهندستين فيكون من 
المناسب أن تتحدى نفسك وتحاول حل المسألة باستخدام الهندسة الأخرى. 


(1.9.1) Atte 


لنفرض أن T‏ مثلث 2 المستوى. ولنفرض أن RQ P‏ نقاط المنتصف لكل 
من أضلاعه الثلاث. أثبت أن المثلث الذي رؤوسه RQ P‏ يشبه المثلث الأصلي '1 . 
الحل: 

تذكرأن المثلثين يكونان متشابهان إذا تساوت زوايهما المتقابلة أوتناسبت 
أضلاعهما المتقابلة. 4 كلا الحالتين يكون أحد المثلثين صورة مكبرة عن الآخر. 

نستخدم الزوايا لإثبات التشابه. إذا استطعنا إثبات أن أضلاع المثلث 
APOR‏ توازي أضلاع المثلث T‏ فإن زوايهما المتقابلة ستكون بالطبع متساوية. 


(الشكل رقم (0) يساعدنا على رؤية ذلك) . 
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نظرة أعمق على الهندسة 
S EN‏ 
شكل رقم (0Y)‏ شكل رقم (0t)‏ 


ويهذا نكون قد اختزلنا المسألة إلى مسألة أسهل: إذا كان Éis T =AABO‏ وكانت 


we al as M 


N 9 AB‏ فق ماص AC‏ فإن القطعة المستقيمة MN‏ توازي 
الضلع BC‏ (انظر: الشكل رقم 08( 

نستخدم الهندسة الإحداثية لإثبات ذلك. عند استخدامنا الهندسة الإحداثية 
فإنه من المهم اختيار الإحداثيات الملائمة للمسألة لغرض تسهيل الحل. بتطبيق دوران 
وإزاحة رأسية على مثلثنا يكون من الممكن افتراض أن الرأسين B‏ و C‏ يقعان على المحور 
vig 7‏ الرأس A‏ يقع أعلى Tyga‏ . وبتطبيق إزاحة أفقية نفترض أن الرأس A‏ يقع 
على محور ل الموجب (انظر: الشكل رقم 00( 


شكل رقم )00( 
لنفرض إذن» أن )0,4( = ۸ء )6,0( = AD eee eee 0 = (c,0) :B‏ 
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أساليب حل المسائل 
ca ve ba‏ 9 5 
a/2 - 2‏ 


أي أن MN‏ قطعة مستقيم أفقية. ولكن قاعدة المثلث BC‏ أفقية. إذن» MN‏ يوازي 


0 


BC‏ وهذا هو ما نود إثباته. لا 
لاحظ Loi‏ استخدمنا الاختزال مرةأخرى 4 المسألة السايقة: قمنا ياختزال 


متتال للمسألة الأصلية إلى مسائل أساسية أسهل منها. 


)۲.۲,۲( At Lane 
أثبت أن الزاوية التي تقابل نصف دائرة يجب أن تكون قائمة.‎ 
الحل:‎ 


الشكل رقم )03( يساعدك على تذكر ماذا نعني بزاوية تقابل قوس دائرة. كما 
أننا سنستخدم الشكل 4 حل المسألة. 


— — | - س‎ 
ET i ZEL 


شكل رقم )01( شكل رقم (OY)‏ 
نحتاج إلى تحديد إحداثيات. نفرض أن مركز نصف الدائرة هو نقطة الأصل وأن نصف 


قطرها يساوي r‏ وأن X = (a,b)‏ هورأس الزاوية 2 مسالتنا (انظضر 


نظرة أعمق على الهندسة 


0 - 6 0 - 6 
الشكل رقم (OV‏ ميل حادهو - وميل لاهو ع يحاضل صرب البلين 


يساوي: 
(x) - f‏ 
Ge ST‏ 
ويما أن النقطة (a,b)‏ تقع على الدائرة فإن r?‏ = ”0 + ”ه .أي أن 
2م 2م = 65 . بالتعويض 2 (*) نجد أن حاصل ضرب الميلين يساوي 1- OM.‏ 
المستقيمان متعامدان ومن ثم فقياس الزاوية يساوي 90° . لا 


(YY, Y) تحدي‎ At Live 
نقطتان مختلفتان 2 المستوى. ولنفرض أن 0 قياس زاوية‎ Cy B لنفرض أن‎ 
يتكون من‎ BPC حيث‎ P بين 0° و90 . أثبت أن المحل الهندسي لجميع النقاط‎ 

قوسي دائرة. 
Atlus‏ )2,9,1( 
صواب آم خطأ: )13 تعامد قطرا متوازي أضلاع فإن متوازي الأضلاع يجب أن 


Z 


يكون مستطيلا. 


Les‏ تخوحيى pirat!‏ كا هو مطلوبا 2 athak‏ الشكل رقم (0A)‏ يبين مستتطيلا 
من الواضح أن قطريه ليسا متعامدين. ولكن المسألة لا تطلب إثبات أن قطري المستطيل 
يجب أن يكونا متعامدين. ولكنها تسأل إذا كان قطرا متوازي أضلاع متعامدين فإنه 
مستطیل؟ 
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أساليب حل المسائل 


“a (e+ 


- 
P 


شكل رفم (0A)‏ شكل رقم )0%( 
الحل: 
نكون إحداثيات كما هو موضح 4 الشكل رقم )04( نفرض أن (0,0)» 


(b,c) »)0,0(‏ ثلاثة رؤوس من رؤوس متوازي الأضلاع. عندئن:؛ الرأس الرايع هو 


c 1‏ 
(a + b,c)‏ . الآن» ميل القطر الرئيس هو وميل القطر الثانوي هو سر . بما 
—a a‏ 
ےک ae‏ 
b-a b+a‏ 
أو 
(xx) Vta =‏ 


هذه الصيغة تشبه صيغة فيثاغورس» لذا فمن الممكن أن تؤدي المطلوب لأنها 
تعني أن طول ضلع متوازي الأضلاع الذي طرفيه )0,0( و(0,0) يساوي طول الضلع 
الذي طرفيه )0,0( 9 (b,c)‏ (انظر الشكل رقم (Te‏ 
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نظرة أعمق على الهندسة 


a 8 í‏ ل ا 
س ت س 
س يي 
شكل رقمو )+1( شكل رقم (VV)‏ 


إذن» متوازي الأضلاع يجب أن يكون معَيتًا . 

لكننا استخدمنا جميع المعلومات المقدمة 2 المسألة مما يجعلنا نتساءل عن 
صواب ادعاءنا. قطرا متوازي الأضلاع المقدم 2 الشكل رقم )11( متعامدان لكنه من 
الواضح أنه ليس مستطيلاً (ولكنه مُعين). وبهذا فإن إجابة المسألة "خطا". = 

تعلمنا المسألة السابقة Levys‏ بسيطًا ولكنه مهم: على الرغم من أن نص المسألة 
يوحي بأنها صائبة فإن هذا ليس كافيًا لضمان صوابها. المسائل التي نواجهها 2 
حياتنا اليومية لها مثل هذه الصفات لأننا لا نعلم إذا كنا نطرح السؤال الصحيح أو إذا 
كانت إجابة السؤال صائبة أو حتى إذا كان للسؤال إجابة 2 المطلق. ومع أن A‏ 
يظهر على أنه ملا حظة غير معقولة إلا أنها ملاحظات من واقع الحياة ولا توجد 
إجابات لها 4 الكتب الدراسية أو النقاشات الصفية. 
مسأئي )%,¥.0( 

جد صيغة لمساحة المثلث تستخدم فقط أطوال أضلاعه. 
الحل: 

نفرض أن «Ga‏ 7 هي أطوال أضلاع كما هو مبين 2 الشكل رقم AVY)‏ 
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أساليب حل المسائل 


شكل رقم (W)‏ شكل رقم (W)‏ 
نحتاج إحداثيات للمثلث كما هو مبين 2 الشكل رقم (18). عندئن: 62 + ca = Va?‏ 
© + 0 = 8 » ه - 0 = y‏ . نقوم بإيجاد صيغة لمساحة المثلث بدلالة a‏ 25 © ثم 
نستخدم ذلك لإيجاد المساحة بدلالة co‏ 20 7. لنفرض أن 4 هي مساحة المثلث. 
A‏ 


A= < اه = (الارتفاع)(القاعدة)‎ —aje= 21: 


ويهذا Lola‏ نحصل على الصيغة المطلوية للمساحة إذا استطعنا C alay‏ بدلالة Q‏ 
lagg. 7 B‏ الغرض نحتاج لحل نظام المعادلات: 


لنجد المتغير © بدلالة Ba‏ 7. 
هذا النظام ليس خطياء لذا فإن حلّه يحتاج إلى بعض الحنكة. 
بالرجوع إلى الشكل» نلاحظ وجود تماتل بين الدورين اللذين يمثلاهما B g a‏ 
2 المسألة. ولهذا فإننا نتوقع أن يوجد تماثل بين » Fg‏ 2 الصيغة التي سنحصل 
عليها للمتغير C‏ . إذن» يكون من الطبيعي دراسة الصيغة 87 + a?‏ ولهذا نجد أن: 
of + = a2 +)? 492‏ 
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نظرة أعمق على الهندسة 


وبطرح 07 - (b‏ = 75 من الطرفين والتبسيط نرى أن: 


(x) a? + 8 - y = 2c? + Db 


صيغة متمائلة أخرى OX‏ و هي 0/3 . ولكن هذا يحتاج إلى ظهور جذور غير 
مرغوب فيها. لذا نأخن 7327© عوضًا عن ذلك. إذن: 
ب توت + (xx) o78 = (a He He) = a + a?‏ 
الآن» من المتوقع أن نقوم بجمع (*) و( * *) لكن ذلك سيسبب LT‏ إشكالا OY‏ 
حدود (*) من الدرجة الثانية وحدود (* *) من الدرجة الرايعة» وعوضًا عن ذلك نقوم 
Yi‏ يحساب: 
(a? +  — Af) = (2c? + 20d)? = 4c* + 407b? + Babe?‏ )* * «( 


لكي نستطيع اختصار الحدود المتشابهة بين (* * « ) و( * *) نحسب: 
(a? + 82 - YP = 4(a7b? + a + cb? + ct)‏ - (2قثيم)4 
—(4c* + 40b” + 8abc’)‏ 
40c” + 4b? — 8abc?‏ = 
4c?(b— a)?‏ = 
dey?‏ = 
إذن» 
(a? 11 8 00 a‏ 58 )4(3 
2y‏ 
ويهذا نكون قد وجدنا © بدلالة »» 2/3 7 فقط. وأخيرًا فإن مساحة المثلث هي: 
Az 570 =+ 2a2 4.9824? + 2082 — a4 — Bt — 44,‏ 
لاحظ أن هذه الصيغة متمائلة 2 (Bia‏ 7. أي أن ca dhas‏ 213 5 لن يغير 


D o= 


الصيغة. ماذا تقول عن ذلك؟ فكر مليًا! تقدم بعض الكتب (انظر: [CRC]‏ الصيغة 
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أساليب حل المسائل 


التقليدية التالية لمساحة المثلث: 


A= )ەل‎ = ۵)8 = 8()6 -( 


eee 0 a eae عه‎ +86 - 7 
ee ا ل‎ eee ee ee 
بالفعل متكافئتان. لا‎ 


en on 


(Y.Y)‏ مسائل هندسيي متفرقي 
Miscellaneous and Exotic‏ 
Geometry Problems‏ 


يحتوي هذا البند على مسائل متفرقة 2 الهندسة (معظمها مسائل 2 
الهندسة المستوية) التي لا يمكن تصنيفها على أنها تنتمي إلى فئة عيارية. الهدف من 
تقديم مثل هذه المسائل هو توضيح عدم وجود حدود للتفكير الإنساني وعلى الأخص 2 
أساليب حل المسائل. وعلى الرغم من أن هذا الكتاب مقسمًا إلى مواضيع؛ إلا أنه من 
المستحيل تقسيم حل المسائل إلى مواضيع لأنه عند محاولتك حل مسألة يكون من 
غير المناسب أن تقول: "هذه مسألة هندسة لذا يجب استخدام هذا الطريق لحلها". لأنه 
من المستحيل معرفة جميع الطرق الملائمة لذا فيجب أن يكون تفكيرك منفتحًا على 
جميع الخيارات. لذاء نستطيع القول: نعم» مسائل هذا البند هندسية لكننا نستخدم 


أساليب مختلفة لحلها. 
atlas‏ (۱.۳,۲) 
ليكن Lilie T‏ معطى 2 المستوى. أثبت وجود مثلث آخر يشبه T‏ ومساحته 
تساوي محيطه. 
الحل: 


لنفرض أن P‏ محيط المثلث T‏ وأن 4 مساحته. لكل 0 > 0» افرض أن aT‏ 
هوالمثلث الذي نحصل عليه من T‏ بتكبير gi)‏ تصغير) أضلاع T‏ بمقدار ».على سبيل 


5 


نظرة أعمق على الهندسة 


SLM‏ إذا كان 2 = a‏ فإن 27 هو مثلث طول كل من أضلاعه ضعف طول كل من 
أضلاع tly. T‏ كان < = Tota a‏ < هو مثلث طول ڪل من أضلاعه نصف طول 
كل من أضلاع T‏ . أما إذا كان 1 = 0 فإن IT‏ هو 7 . 

الآن» ارسم شكلين على نفس مستوى الإحداثيات يبينان المحيط P(a)‏ 
والمساحة A(a)‏ للمثلث aT‏ حيث المحورالأفقي هو محور 0 والمحورالرأسي Lie)‏ 
y = Pla)‏ أو y = Ala)‏ (انظر: الشكل رقم (VE‏ 


شكل رقم )18( 


الآن» محيط المثلث يجب أن يكون دالة خطية 4 0 لأنه عند تكبير gi)‏ تصغير) 
المثلث بمقدار 4 فإن كل من الأضلاع يكبر (أو يصغر) بمقدار 4 . وبهذا فالمحيط هو 
مضاغف للمقدان 8.إذن: بيان dad Pla)‏ مستقيم يمر يتقظة الأضل وميلة موجب. 
ل الحقيقة Lei. P(a) = P Xa‏ المساحة فهي دالة تربيعية 2 0 لأنه عند تكبير (أو 
تصغير) المثلث بمقدار 0 فإن كل من قاعدته وارتفاعه يكبر gi)‏ يصغر) بمقدار 0 . لذا 
فالمساحة تكبر (أو تصغر) بمقدار a?‏ . إذنء بيان A(a)‏ هو قطع مكافيّ مفتوح للأعلى 
رأسه نقطة الأصل. ب2 الحقيقة Axa?‏ = (4)0 . 
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أساليب حل المسائل 


من الشكل رقم (54).؛ نجد مباشرة أن y = Pla)‏ و(4)0 = y‏ يتقاطعان 2 
نقطتين تقعان 4 الربع الأول. نقطة التقاطع الأولى هي نقطة الأصل (هذه الحقيقة 
ليست بذات أهمية). أما النقطة الثانية فهي عند 0 = a‏ وهذه هي النقطة التي تهمنا 
لأنها قيمة غير صفرية يكون عندها محيط AT‏ يساوي مساحته. ويما أن OT‏ يشبه T‏ 
فإننا نكون قد انتهينا من حل المسألة. لا 
Atlus‏ (۲,۲,۲) امسألن متقد مت] 

لنفرض أن ® [0,1] : 7 منحنى Glas‏ لا يقطع نفسه. إن هذا يعني أن Y‏ 
دالة مجالها الفترة المغلقة 1> »> 8:0 ع هه = [0,1] ومجالها المقايل مجموعة 
جميع الأزواج المرتبة الحقيقة. لاحظ أننا نفترض أن (701 = (7)0: لكن 
yla) E t)‏ فيما عدا ذلك (انظر: الشكل رقم 50). 


شكل رقم )10( 
أثبت وجود أريع نقاط DC »8 A‏ تقع على هذا المنحنى بحيث تكون رؤوس 
الحل: 
2 الشكل رقم (15) التالي» لدينا شكل رياعي على اليسار رؤوسه تقع على 
المنحنى المعطى ولدينا أيضًا شكل رباعي على اليمين رؤوسه تقع أيضا على المنحنى 
المعطى. القطران 2 كل من الرياعيين مختلفان. 


-VA- 


نظرة أعمق على الهندسة 


شكل رقم )19( شكل رقم (W)‏ 
تخيل الآن؛ أننا قمنا بإعادة تشكيل الشكل الرياعي على اليسار بشكل متصل 
بتحريك الرؤوس على المنحنى. لاحظ أن قطر الشكل الرباعي على اليسار المرسوم 
بقطع منفصلة أطول من القطر المرسوم بنقاط وأن قطر الشكل الرباعي على اليمين 
المرسوم بقطع منفصلة أقصر من القطر المرسوم بنقاط. لذا فإنه من الممكن نجد وضعًا 
يكون فيه القطر المرسوم بقطع منفصلة يساوي القطر المرسوم بنقاط (انظر: الشكل 
رقم 77). إذا تمكنا أيضًا من جعل هذين القطرين ينصفان بعضهما البعض فإن الشكل 


الرباعي سيكون مستطيلا. 
إن الوصف الذي قدمناه هو كل بسيط لما يسمى "الطريقة المتصلة- 


"continuity method‏ . 2 الحقيقة إن هذا التبريروحده ليس كافيًا لتحديد المستطيل 
المطلوب؛ ولكننا بحاجة إلى طريقة متصلة أكثر تطورًا بحيث تتابع التغير 2 طول 
القطرين ومركزهما معًا. لذا فإننا نلفت انتباه القارئ أننا سنستخدم فكرتين متقدمتين 
لإنجازذلك. لذا فمن غير المتوقع أن تستوعب الحل تماممًا عند قراءته للمرة الأولى لكنه 
يقدم لنا أفكارًا هندسية جديدة. 

لنأخن OF!‏ جميع الأزواج غير المرتبة لعناصر Y‏ . أي نعتبر أن الزوج المرتب (P,Q)‏ 
يساوي (Q, P)‏ (سنعود لاحقًا لهذه الفكرة لنرى Le‏ تمثله هندسيًا). لنرمز لهذه المجموعة 


بالرمز S‏ ونرمز لعناصرها بالرمز [P,Q]‏ . أي أن [P,Q]‏ زوج غير مرتب من نقاط Y‏ . 
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أساليب حل المسائل 


الآنء تخي لأن Y‏ واقع 2 المستوى TY‏ من الفضاء ثلاث يي البعد. 
لكل 5, © [P,Q]‏ نجد نقطة منتصف القطعة PQ‏ ونفرض أن f([P,Q])‏ هي النقطة 
2 الفضاء التي تقع أعلى نقطة المنتصف وتبعد عنها مسافة Q|‏ - 2 |. (انظر: الشكل 
رقم 58). f‏ دالة متصلة من 5 إلى الفضاء الإقليدي ذي البعد الثلاثي. 


شكل رقم (VA)‏ شكل رقم (55) 
ماالشكل الهندسي التي تمثله S S‏ مجموعة الأزواج المرتبة لعناصر 7 تقابل 
بصورة طبيعية طارة (انظر: الشكل رقم 59). لكننا 2 الحقيقة عقدنا الوضع عندما Llas‏ 
(P,Q) = (Q,P)‏ . الشكل (I ve dei‏ يبين ذلك. الشكل الهندسي الذي ينتج عن ذلك 
يسمى سطح "غير قابل للتوجيه ."non orientable‏ 2 الحقيقة إن ذلك هو شريحة موبياس 
(Möbius strip)‏ كما هو مبين 4# الشكل رقم (V+)‏ 


شكل رقم (V+)‏ شكل رقم (y1)‏ 


نظرة أعمق على الهندسة 


ولكن الدالة / هي دالة متصلة من 5 إلى الفضاء ثلاثي البُعد. إذا كانت Í‏ 
احادية فإن صورتها هي تحقيق على أن S‏ مجموعة جزئية من الفضاء ثلاثي البعد. 
وهذا لا يؤدي إلى تناقض OY‏ الطارة مع المطابقات التي عملناها تكافئ شريحة موبياس. 
لكننا سنحصل على تناقض مما يلي: الضلع المحدود من السطح المطمور ( embedded‏ 
(surface‏ هو منحنى بسيط مغلق وذلك بوصله مع قرص تبولوجي لجعل السطح 
مغلق. النتيجة هي "مقطع عرضي لغطاء- gÍ. "cross cap‏ إنها مطابقة لمستوى إسقاط 
عند Bo‏ سطح ثلاثي tat!‏ ومن المعروف أن هذا مستحيل ايمكنك طلب 
المساعدة لتوضيح هذه الفكرة]. إذن» f‏ لا يمكن أن تكون أحادية. ماذا يعني ذلك ؟ 

إن ذلك يعني وجود زوجين غير مرتبين [P,Q]‏ و [P,Q]‏ لها الصورة نفسها 
تحت تأتير f‏ . أي أن للقطعتين المستقيمتين PQ‏ و P'Q'‏ نقطة المنتصف نفسها. 
|PQ| = | "0‏ لان ارتفاع النقطتين ([©,2])/ و ([/©,'2])/ 
أعلى المستوى LY‏ هو نفسه. 


إضافة إلى ذلك فإن 


Seta لها‎ PQ! و‎ PQ شرق ان حون‎ (V1) إلى الشكل رقم‎ pga gts OW 
Q PQP نفسه ونقطة المنتصف نفسها وهذا يعني أنهما قطرا مستطيل. أي أن‎ 
U نقاط تقع على المنحنى 7 وهي رؤوس مستطيل.‎ 

إن مسألة إيجاد أريع نقاط على المنحنى Y‏ المقدم 2 المسألة )1,17( بحيث 


تكون رؤوس مریع اة ت جه (على الأقل عند صدور هذا الكتاب). 


(¥.9,1) atlas 

لتكن P,‏ ,... ,و۳ P,‏ عدد منته من النقاط 2 المستوى ليست جميعًا على 
استقامة واحدة. أثبت وجود مستقيم 2 المستوى يمر بنقطتين فقط من هذه النقاط. 
jati‏ 


انظر: الشكل رقم (VY)‏ لغرض توضيح الفكرة. 


أساليب حل المسائل 


شكل رقم (VY)‏ 
الجزء الأول من الشكل يبين ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة ومستقيم 
يمر بنقطتين فقط. والجزء الثاني من الشكل يبين أربع ثقاط ليست على استقامة 
واحدة ومستقيم يمر بنقطتين فقط منها. 
الآن» إذا كان لدينا عدد كبير لكنه منتهي من هذه النقاط المرسومة عشوائيئًا 
2 المستوى فكيف يمكن إيجاد نقطتين منها ومستقيم يمر بهاتين النقطتين Sda äi‏ 
نستخدم 2 حل هذه المسألة أحد أهم أساليب Sole‏ المسائل 2 الرياضيات وهو مبداً 
التطرفية .(extremal principle)‏ 
لتكن T‏ مجموعة جميع الأزواج المرتبة (L, P)‏ حيث l‏ مستقيم يمر بنقطتين 
على الأقل من النقاط P,‏ » ولنفرض أن P,‏ نقطة لا تقع على المستقيم l‏ . (ضمان 
وجود 2 هو فرضنا أن النقاط ليست Lares‏ على استقامة واحدة). نعرف الدالة 
R‏ ج 7 : f‏ بالقاعدة: 
المسافة من 2 إلى -f (GP) =P,‏ 
لاحظ أن قيم هذه الدالة موجبة Leila‏ وأن مجالها مجموعة منتهية OY)‏ عدد 
كل من المستقيمات/ والنقاط P‏ منتهي). لذا يوجد زوج مرتب (0,P,,)‏ بحيث يكون 
f (0, P)‏ أصغر. ندعي أن المستقيم 7 هو المستقيم الذي يحقق المطلوب. 
يبين الشكل رقم Lat (ve)‏ أحد خيارات المستقيم 7 والنقطة P‏ . لاحظ أن l‏ 
يمر بنقطتين على الأقل من النقاط EE laagi P,‏ نكا (SAH‏ رقم (vr)‏ 


2 


نظرة أعمق على الهندسة 


سنبرهن الآن أن € لا يمر ينقطة تالثة P,‏ 


شكل رقم (VY)‏ شكل رفم (Vt)‏ 

لنفرض أن P,‏ نقطة ثالثة يمر بها المستقيم > كما هو مبين 2 الشكل رقم 
aiie (ve)‏ المستقيم ۵ الماربالنقطتين Pog P,‏ اقرب إلى P,‏ من ,۶ إلى 2 . وهذا 
يناقض أصغرية (EP)‏ /. 

وإذا كانت P,‏ كما هو مبين 4 الشكل رقم(75) فإن المستقيم LE‏ بنقطتين 
B,‏ و P,‏ أقرب إلى P.‏ من ,۶ إلى 7 وهذا أيضا يناقض أصغرية f (OP)‏ 


شكل رقم (VO)‏ شكل رقم (V1)‏ 


وأخيرًا إذا كانت P‏ كما هو مبين 2 الشكل رقم (vr)‏ فإن المستقيم L”‏ المار 

بالنقطتين ,2 Pg‏ أقرب إلى P,‏ من ,2 إلى 4 وهذا يناقض مرة أخرى أصغرية 
FOE)‏ 

وبهذا نكون قد أثبتنا بالتفصيل أن اختيارنا للزوج الأصغري (É, B)‏ المبين 2 
الشكل رقم (VY)‏ سيؤدي إلى l o‏ يمر بنقطتين فقط من النقاط P,‏ . أنت مدعو 
لدراسة خيارات أخرى لترى عدم وجود نقطة ثالثة يمر بها المستقيم 1 وإلا سنحصل 
على تناقض لأصغرية f (0,P,)‏ . ويهذا نكون قد أثبتنا أن المستقيم 4 المقابل للزوج 
ارتب (,8) الذي يعطي قيمة صغرى للدالة f‏ يمربنقطتين فقط من النقاط 
Pent,‏ لا 


12 ge? 


أساليب حل المسائل 


CEAD 

أثبت أن المسألة السابقة يمكن أن تكون ibla‏ إذا كان عدد النقاط غير منته. 
[إرشاد: ادرس النقاط الشبكية]. 
AT Live‏ تحدي (5,5؟,0) 

البو سالا اة A‏ بك على مدا التطرفية وذلك بتقسيم المسألة 
إلى حالات ودراسة كل من هذه الحالات على حدة. 

قدمنا 2 المسألة (5,1,") من البند )4,١(‏ مفهوم الرسومات على الكرة وبرهنا 
صيغة أويلر. الرسم التام (complete graph)‏ * الذي رؤوسه FA, F,..., P,‏ (عددها )) هو 
الرسم الذي فيه كل رأسين مختلفين متجاورين (أي يوجد ضلع وحيد بينهما). هذه 
الأضلاع لا تتقاطع OY‏ تقاطع أي ضلعين ينتج عنه رأس جديد. الشكل رقم (VV)‏ يبين رسم 
تام عدد رؤوسه 4 . لاحظ أنه يمكن النظر إليه كمجموعة جزئية من الكرة بدون تقاطعات 


إضافية. تأكد من وجود ضلع بين أي رأسين مختلفين ate)‏ هذه الأضلاع يساوي 6( 


شكل رقم (W)‏ 
مسألت )1.5.1( 

اكيت امتكالة اعتبان الرسم الكام الذي agg) Se‏ د ا 
arse‏ 


المترجمان: الاسم الشائع لهذا الرسم هو الرسم تام المستوي. 


المترجمان: أي أثبت أنه غير مستو. 


5 


نظرة أعمق على الهندسة 


الحل: 

نستخدم صيغة أويلر لحل هذه المسألة. لنفرض لغرض التناقض أنه يمكن 
اعتبار الرسم التام الذي عدد رؤوسه 5 كمجموعة جزئية من كرة. من الواضح أن 
عدد الرؤوس يساوي 5 . إذن 5 = V‏ عدد الأضلاع يساوي 10 لأنه يوجد ضلع بين كل 


رأسين مختلفين» لذا فعدد الأضلاع هو عدد طرق اختيار زوج من الرؤوس من مجموعة 


. إذن» 10 = E‏ . كم عدد الدول (الوجوه)؟ الشكل 


5 
i = 10 giagi 5 مكوتة من‎ 


رقم (VA)‏ يبين لنا عدد من الرسومات. لاحظ أنه يوجد وجه يحده أكثر من 3 أضلاع إذا 
وفقط إذا وجدت بعض أزواج الرؤوس غير المتجاورة si)‏ لا يوجد ضلع بينها). لكن 2 
حالة وجود ضلع وحيد بين كل رأسين مختلفين فإن جميع الوجوه يجب أن تكون 
مثلثات وهذا هو الوضع 2 حالتنا. 


D-A 4 


شكل رقم (VA)‏ 
إذن» عدد الوجوه هو عدد المثلثات التي يمكن تكوينها من خمس رؤوس» هذا العدد هو 
5 
F = 10 aG = 10‏ . ياستخدام صيغة أويلر نجد أن: 
2=V-E+F =5-10+10 =5‏ 
وهذا مستحيل. وبالتالي نلخص إلى استحالة اعتبارالرسم التام الذي عدد رؤوسه 5 
كمجموعة جزئية من كرة. (نص هذه المسألة يلغة الرياضيات هو استحالة طمر 


الرسم التتام الذي عدد رؤوسه 5 كرة). وبهذا ينتهي إثبات المسألة. لا 


أساليب حل المسائل 


مسألت تحدي (V.T, Y)‏ 
أثبت إمكانية pole‏ الرسم الثام الذي عدد رؤوسه 5 2 طارة. 


)۷.۴,۲( تحدي‎ At live 
الرسم التام الذي عدد رؤوسه 5 2 طارة.‎ pole أثبت إمكانية‎ 


(A.T, Y) تحدي‎ At live 
طارة ؟‎ 2 k ماأكبر عدد / بحيث يمكن طمر الرسم التام الذي عدد رؤوسه‎ 


(4.9.1) تحدي‎ AT Le 
طارة‎ DK ما أكبر عدد /بحيث يمكن طمر الرسم التام الذي عدد رؤوسه‎ 
؟‎ (V4 تحتوي على ثقبين (انظر: الشكل رقم‎ 


شكل رقمو (VA)‏ 

نقول أن اة اف هة AB‏ وتر (chord)‏ 2 المنطقة المستوية U‏ إذا وقعت 
A‏ و2 على حدود Lasi. U‏ يلي ندرس فقط المناطق المحدبة المغلقة [المنطقة المحدبة 
U‏ هي المنطقة التي تحقق ما يلي: إذا كانت 7 و0) نقطتين داخليتين 4 المنطقة U‏ 
فإن القطعة PQ‏ تقع داخل IU‏ لذا فإن الوتريقع Coils‏ داخل المنطقة المحدبة. نقول 
عن نقطة داخلية P‏ ْ منطقة: إنها نقطة تساوي أوتارًا (equichordal point)‏ إذا كانت 
أطوال جميع الأوتارالتي تمر بالنقطة P‏ متساوية. 
مسأل (؟,؟,١1)‏ 

هل تحتوي جميع المناطق المحدبة المغلقة على نقطة تساوي أوتارًا ؟ هل توجد 


منطقة محدية مغلقة 5 تحتوي على نقطة تساوي أوتار؟ 


EE 


نظرة أعمق على الهندسة 


الحل: 

لا توجد نقطة تساوي أوتارًا للمستطيل المبين 4 الشكل رقم (A+)‏ ولرؤية ذلك 
لاحظ أنه لأي نقطة P‏ داخل المستطيل لا بد من وجود وترأفقي طوله £ ووتر رأسي 
طول ole w‏ بالنقطة P‏ . وبما أن / ع س فمن غير الممكن أن تكون P‏ نقطة تساوي 


. أوتارًا‎ 
ع كير‎ 
I \ 
| 3 | 
Kf J 
W a e 
(AV) شكل رقم‎ (A+) شكل رقم‎ 


مركز القرص المبين 4 الشكل رقم (AV)‏ هو النقطة P‏ وهي نقطة تساوي أوتارًا 
لأن أي وتر يمر بالنقطة 7 هو قطر للدائرة التي تحيطه وأن جميع أطوال الأقطار 
متساوية. لا 
مسأل (TO‏ 
تساوي أوتارًا ؟ 
الحل: 

قبل أن تقرأ الحل قم برسم بعض الأشكال يدويئًا gi)‏ بالاستعانة ببرامج الرسم 
على جهاز الحاسب إذا كان ذلك متوافرًا) . هل لديك تخمين للإجابة عن السؤال؟ 

2 الحقيقة: يوجد عدد غير منته من الأشكال المحدية المغلقة والمستوية التي 
تحتوي على نقاط تساوي أوتار. نقدم OY!‏ طريقة لإنشاء مثل هذه المناطق. jo‏ 
بمنطقة تحتوي على نقطة تساوي أوتاروهي القرص المبين 2 الشكل رقم (AN)‏ يمكن 
اعتبارهذه المنطقة على أنها اتحاد جميع الأوتارالتي تمر بنقطة الأصل. لاحظ أن هذه 
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الأوتارتتقاطع فقط عند نقطة الأصل. OY!‏ نقوم بتحريك بعض هذه الأوتار.(انظر: 


الآن إلى الشكل رقم (AY)‏ 


= 


i 


xX 


Ma 


شكل رقم (AY)‏ شكل رقم (AY)‏ 


0 


رسمنا منحيئًا مسطحا أعلى القرص. نقوم الآن بإزاحة جميع الأوتارالتي تمر 
بنقطة الأصل وتقطع هذا المنحنى إلى الأسفل بالمقدارالذي يجعل نقاط نهاية هذه الأوتار 
تفع على المنحنى كما هو مبين 4 الشكل رقم (AT)‏ المنطقة المطلوية هي المنطقة التي 
تنتج عن إزاحة هذا العدد غير المنته من الأوتار كما هو مبين 4# الشكل رقم (AE)‏ 


4 | 

| i | 

; / 

By ير‎ 

a‏ ا 
شكل رقم (At)‏ 

لاحظ أن هذه المنطقة هي مغلقة ومحدبة وتحتوي نقطة تساوي أوتارًا OF‏ لها 

نفس أوتار القرص ما عدا البعض منها قد تمت إزاحته إلى الأسفل. لاحظ Éi‏ إن هذه 

المنطقة ليست قرصا. وبهذا نكون قد وجدنا منطقة جديدة تحتوي نقطة تساوي أوتار. لأ 
AT Lee‏ تحدي (Y.T, Y)‏ 

Casi‏ منطقة جديدة مغلقة ومحدبة وتحتوي على نقطة تساوي أوتارًا بأخذ 


وتر طوله ثابت (وليكن إبرة مغموسة يحبر ) وتدويره 360° بحيث تمر الإبرة خلال نقطة 


باعلا 


نظرة أعمق على الهندسة 


ثابتة. إحدى المناطق التي يمكن أن تنشأ عن ذلك هي "مثلث دائري". 
إن مسألة وجود منطقة محدية مغلقة تحتوي على نة نقطتي تساوي أوتار مسألة 
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. حلا‎ bi 


[Bertrand’s paradox — (2,؟,؟1) [محيرة بيرتراند‎ Atlin 


خن دائرة نصف قطرها 1. ارسم مثلتا متساوي الأضلاع طول ضلعه/) كما 


هو مبين 4 الشكل رقم .)۸٥(‏ 


AY 


f s y 31‏ 
شكل رقم )0^( شكل رقم (A1)‏ 
اختر d Gig‏ من الدائرة طوله m‏ عشوائيًا. ما احتمال أن يكون 77 (طول (d‏ 
الحل: 


"المحير" 2 هذه المسألة هو وجود ثلاثة حلول لها بإجابات مختلفة. نقدم هذه 
الحلول التي تظهر على أنها متناقضة 2g‏ نهاية الحلول سنوضح سبب وجود مسائل من 
هذا النوع لها ثلاثة حلول مختلفة. 
الحل الأول: 

يبين الشكل رقم (AX)‏ لنا قرصًا مفتوحًا مظللاً حيث الدائرة التي تحدّه تمس 
داخليًا المثلث المتساوي الأضلاع المرسوم داخل اكداكرة الكبيرق ا اخترحا Cagis d hag‏ 
ووقع مركزه داخل القرص المظلل Lei. m > Cold‏ إذا وق عالوتر0 خارج القرص 
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المظلل فإن £ >> ۳ . إذن» احتمال أن يكون طول d‏ أكڪبر من £ هو 
(ya jill Aline‏ النظلال 
TA‏ ار ال لكن من الشكل رقم (AV)‏ نجد أن نصف قطر القرص المظلل 


T 1‏ 
< ومن ثم مساحته تساوي A‏ . ومساحة قرص الوحدة تساوي 7 Crd}.‏ احتمال أن يكون 


> 1 
طول d‏ أكبر من L‏ يساوي F‏ 


شكل رفم (AY)‏ 


الحل الثاني: 
يبين الشكل رقم Lat (AA)‏ إمكانية افتراض أن الوترالعشوائي المختارهووتر 
أفقي (يمكن دراسة أوضاع أخرى للوتر بصورة مشابهة). لاحظ أنه إذا كان الارتفاع من 


1 
قاعدة المثلث إلى الوتر d‏ أصغر من أو يساوي M > £ ola A‏ وإذا كان هذا الارتفاع 


1 1 2 > 
أكبر من - Y)‏ يزيد على 1) فإن 4 > ial. m‏ احتمال أن يكون طول d‏ أكبر من £ 


a 
و‎ 


نظرة أعمق على الهندسة 


الحل الثالث: 


شكل رقم )44( شكل رقم (A+)‏ 

بالنظر إلى الشكل رقم LAA)‏ نرى أنه من الممكن فرض أن إحدى النقاط الواقعة 
على الوتر المختار عشوائيًا هي الرأس A‏ للمثلث. لنفرض أن 0 هي الزاوية التي رأسها 
A‏ وضلعاها هما المماس للدائرة عند A‏ والوتر المرسوم من A‏ (كما هو مبين 2 
الشكل رقم +4(. إذا كانت ”607 > ota 0° <A‏ طول الوتر 0 أصغر من أو يساوي L‏ 
Iy Li‏ كانت 1207 > 6 > 60° فإن طول الوتر 0 أكبر من l‏ . وأما إذا كانت 
ola 120° > # > 180°‏ طول الوتر 0 أصغر من أو يساوي 2 . إذن» فإن احتمال أن 
نكوة طول pene E‏ مح هو ie‏ لأا 

180 3 

حيف يمكن أن توجد ثلاث إجابات مختلفة لمسألة: الاحتمالات 2 £ ; 0 
وأن جميع هذه الحلول صائبة! للإجابة عن هذا السؤال هي ملاحظة أن فضاء 
الاحتمالات 2 حالتنا هذه هو فضاء غير منته. أي يوجد عدد غير منته من المخرجات 
(يوجد عدد غير منته من الأوضاع المختلفة للوتر)ء لهذا فإنه يوجد عدد غير منته من 
الطرق لحساب احتمالات المخرجات المختلفة. 

إن وجود مثل هده المحيرات أدى إلى اعتبار نظرية الاحتمالات موضوع 


غير دقيق واستمرت هذه النظرة لسنوات عديدة إلى أن KI‏ اكتشاف موضوع 2 الرياضيات 
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وهو "نظرية المقياس- "measure theory‏ التي قدمها هنري لوبيغ (Henri Lebesgue)‏ 2 
العام 1906 . منن ذلك الحين وضعت نظرية الاحتمالات 4 مسارها الصحيح. مثل هذه 
المساكل نت متا فشكي دلا مسر سكسم OM PEE‏ 


Solid Geometry المجسمات‎ Awa )٤.۲( 


لم تعد هندسة المجسمات من الموضوعات الأساسية التي تدرس 2 المرحلة 
الثانوية أو حتى الجامعية؛ ومن الموضوعات المهمة الأخرى التي تم إهمالها هو حساب 
المثلثات الكروية. ومع ذلك فإننا نصادف بعض مفاهيم هندسة المجسمات عند دراسة 
مقررات التفاضل والتكامل والتحليل الحقيقي. مسائل هذا الفصل لا تفترض معرفة 
مسبقة لهندسة المجسمات وأن حلول بعضها يعتمد على الأفكارالتي قدمناها سابقًا 2 
هذا الكتاب وحلول البعض الآخر يتطلب فقط بعض الصبر والتصميم. 

كثير الوجوه (polyhedron)‏ هو مجسم سطحه يتكون من اتحاد عدد منته من 
المضلعات المستوية. مثل المجسمات الأفلاطونية (المثالية)» كالمكعب أو رباعي الوجوه أو 
اثني عشري الوجوه. نركز اهتمامنا هنا على كثيرات الوجوه التافهة تبولوجيئًا(أي 
أنها لا تحتوي على ثقوب). فمثلاء لن نتعرض إلى كثيرات وجوه تأخذ شكل كعكة 
الدونات أو الاسطوانة. 
مسأل )١,:.5(‏ 

أثبت أن كثير الوجوه الذي يحتوي على ثلاثة وجوه مثلثية تلتقي عند كل 
من رؤوسها يجب أن يكون عدد وجوهه يساوي 4 . 
الحل: 

نستخدم صيغة أويلر المقدمة 4 البند )١,5(‏ : 


V-E+F =2 
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أثبتنا هذه الصيغة للرسومات على كرة؛ ولكن ليس صعب أن نرى أنه يمكن 
إعادة تشكيل أي كثير وجوه بحيث تقع حدوده على كرة. لذا يمكن تطبيق صيغة أويلر 
لكثير وجوه مسألتنا. 

لنفرض أن V‏ هو عدد الرؤوس. لااحظ وجود ثلاثة وجوه مثلثية 3 تلتقي عند 
كل من الرؤوس. هل هذا يعني أن /31 = E‏ 9 هذا ليس صحيحاء لأننا قمنا بعد كل 
3 5 5 1 8 3 
ضلع مرتين (مرة لكل رأس واقع عليه). إذن» f= a‏ 

وبالمثل» بما أن لدينا ثلاثة وجوه مثلثية تلتقي عن كل الرؤوس فإننا سنعتقد 
أن 317 = F‏ . لكننا نكون قد عددنا كل وجه ثلاث مرات (مرة لكل رأس). إذن» 


- ae _ 5 3V 
: الآن» ياستخدام صيغة أويلر نجد أن‎ . ۴ = = = V 


أي أن B= = 6 VA‏ و 4 = PV‏ إن هذا كثير وجوه تقليدي 


(انظر: الشكل رقم )4( لا 


شكل رفو )91( 
مسأل تحدي (Y. tY)‏ 
In}‏ كانت arom‏ وجوه كثير وجوه هي مريعات. ثلاثة منها تلتقي عند كل 


من الرؤوس فإن كثير الوجوه يجب أن يكون مكعبًا . 
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(Y.E Y) تحدي‎ AT Live 

ليكن لدينا كثير وجوه يتكون من ثلاثة وجوه خماسية تلتقي عند كل رأس. 
ما عدد وجوهه؟ 
At Line‏ تحدي )2.8.9( 

فسر استحالة وجود كثير وجوه مكون من 6 وجوه مثلثية تلتقي عند كل رآس. 
AT Live‏ تحدي )0.8.9( 

لدينا كثير وجوه مكون من 5 وجوه مثلثية تلتقي عند كل رأس. ما عدد وجوهه؟ 
(alone‏ )7.8.1( 


لدينا wade‏ خشبي طول dalo‏ 3 أقدام مقسم كل وجه من وجوهه إلى 9 
مكعبات وحدة باستخدام 4 مستقيمات متوازية كما هو مبين 4 الشكل رقم (11). 


شكل رقم (AY)‏ 
كم عدد التقطيعات المستقيمة اللازمة ياستخدام منشار لتقسيم المكعب إلى 


7 مكعبًا وحده ؟ ما العدد الأصغر اللازم من هذه التقطيعات ؟ 
الحل: 

فستخدم التشاوكولا تمظع قبن مف E‏ هن kal‏ الوجوة وا P‏ 
المكعب إلى ثلاث شرائح ارتفاع كل منها مكعب واحد (انظر : الشكل رقم (AY‏ 
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شكل رقم (AY)‏ شكل رقم )42( شكل رقم )90( 

بإيقاء الشرائح الثلاث يعضها فوق بعض نقوم يالقطع خلال مستقيمين 
متوازيين 2 الشريحة العليا لنحصل على 9 شرائح كل منها مكون من 3 مكعبات 
(انظر : الشكل رقم 14). وأخيرًا بإبقاء الشرائح كما هي» نقوم بعمل قطعين أخرين 
(انظر : الشكل رقم 40( لفصل المكعبات ال 27 . وبهذا يكون العدد الكلي للتقطيعات 
اللازمة يساوي 6. هل هذا العدد أصغري؟ الإجابة هي "نعم". لاحظ أن لمركز المكعب 6 
وجوه. لفصل كل من هذه الوجوه من الخشب المحيط به نحتاج إلى استخدام المنشار 
مرة واحدة. ولهذا نحتاج إلى 6 تقطيعات مهما كانت الطريقة المتبعة للتقطيع. لأ 
)۷.٤.۲( tLe‏ 

وصلنا بين أربعة رؤوس DiC eB iA‏ من الرؤوس الثمانية لمكعب وحدة 


لإنشاء رباعي وجوه كما هو مبين 2 الشكل رقم )4%( 


شكل رقم )41( شكل رقم (W)‏ 
ماالنسبة بين المساحة السطحية للمكعب والمساحة السطحية لرياعي الوجوه؟ 
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الحل: 

مساحة كل من وجوه المكعب الستة يساوي 1. لذا فالمساحة السطحية للمكعب 
تساوي 6 . 

لرباعي الوجوه» 4 وجوه كل منها مثلث متساوي الأضلاع. وباستخدام مبرهنة 


فيثاغورس نجد أن طول ضلع كل من هذه المثلثات يساوي V2‏ لاحظ أن ارتفاع مثلث 
V3‏ 
متساوي الأضلاع طول ضلعه 0 يساوي a a‏ (انظر: الشكل رقم (AV‏ وبهذا OLB‏ 


3 
مساحته تساوي a. Ba‏ حادتف ۷/2 = ad‏ . إذن» مساحة كل من المثلثات تساوي 


af‏ . ايمكن أيضًا استخدام الصيغة التي قدمناها 2 المسألة رقم )0.7.7( لحساب 


مساحة المثلث بدلالة أطوال أضلاعه]. ويما أن ate‏ وجوه رباعي الوجوه يساوي 4 ola‏ 


مساحته السطحيعة فعاو ح3 aE‏ و اطا نتحبة enka | ans‏ (لتطحية تلمكعب 


والمساحة السطحية لرباعي الوجوه هي V3‏ = لا 


ا 
23“ 
AT Live‏ تحدي (A. £Y)‏ 

2 المسألة السايقة» جد النسبة بين حجم المكعب وحجم رياعي الوجوه [إرشاد: 
جد ذلك يدون حسابات!] 
At Le‏ )4.8.1( 

رسمنا مكعبًا داخل مخروط اسطواني قائم (قاعدته دائرة) كما هو مبين ے 
الشكل رقم (۹۸). إذا كان نصف قطر المخروط يساوي 1 وارتفاعه يساوي 3 فما حجم 
المكعب؟ 
الحل: 

لإيجاد حجم المكعب نحتاج إلى معرفة طول ضاعه. بينا بعض المثلثات 2 
الشكل رقم )44( 


EE 


نظرة أعمق على الهندسة 


شكل رقم (4A)‏ شكل رقم )99( 


aay‏ أن المثلثات متشابهة OF‏ أضلاعها متوازية. لاحظ Éi‏ أن» هو نصف 


طول قطر قاعدة المكعب (المسافة من أحد أركان القاعدة إلى مركز القاعدة) . 
att. 2 2 _. 2 — 1-4 5 A a {s 03‏ 
بالنظر إلى المثلث الصغير نجد أن1 = 86 + » و75 = ۶ه + (peg.‏ تشابه 
المثلثين نجد أيضا أن 38 = h‏ . وبهذا لدينا نظام مكون من ثلاث معادلات وثلاثة 


مجاهيل. بتعويض المعادلة الثالثة 2 المعادلة الثانية نجد أن 987 = 2a?‏ . أي أن 


د ك انام ويتعويظي هده القيمة 2 المعادكة الأول نجه ان 0007-1 ترح .آي ان 


8 
V2‏ 
محل = 2 . ومن ثم فإن: 
2 ل 3 
3V2 6‏ 
2+ 35/2 2 ل 3 
وبالتالي فإن حجم المكعب V‏ هو: 
١‏ 3 98 
ا V = h? = z]‏ لأا 
3v2 +2 45v2 + 58‏ 


نقول: إن مجموعة جزئية لا من الفضاء ثلاثى البعد محدية إذا حققت ما 


يلي: إذا كانت BA‏ نقطتين تنتميان إلى U‏ فإن القطعة المستقيمة AB‏ تقع 2 .U‏ 
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تكون المجموعة المحدية مغلقة إذا احتوت جميع نقاط حدودها .(boundary points)‏ 


نقول: إن النقطة P‏ التي تنتمي إلى مجموعة محدبة مغلقة» نقطة متطرفة 
(extreme point)‏ إذا لم توجد قطعة مستقيمة غير تافهة تقع US‏ وتحتوي P‏ كنقطة 
داخلية. 

مثال على ذلك: لتكن V‏ المجموعة التي تحتوي نقاط كرة وحدة والنقاط 
الداخلية لكرة. عندئذ» V‏ مجموعة محدبة مغلقة. جميع نقاطها الداخلية ليست 
متطرفة OY‏ أي نقطة داخلية تقع على قطعة صغيرة داخلية. جميع نقاط حدود V‏ هي 
bla‏ متطرفة OY‏ تقعر حدود V‏ موجب: إذا كانت P‏ نقطة حدودية وكانت 4 قطعة 
تنتمي إلى V‏ وتحتوي Lola P‏ يجب أن تقع على حدود V‏ .ومن ثم فإن طول £ يجب أن 


)٠١.429( مسأل‎ 

فسروجود نقطة متطرفة واحدة على الأقل CY‏ مجموعة مغلقة ومحدودة 
ومحدبة 7 . 
الحل: 

هذه المسالة تمرين جيد على التبرير(البرهان) غير الإنشائي 
.(non-constractive)‏ يما أننا لا نعرف ماهية 17 فهل يمكن تحديد نقطة متطرفة 
(بفرض وجودها)؟ بالطبع لا نستطيع. لذا يجب أن نتبع أسلوب تبرير مختلف؛ لهذا 
ندرس جميع الكرات المغلقة مع نقاطها الداخلية اللواتي مراكزها نقطة الأصل 
وتحتوي .هذه الكرات موجودة W OY‏ محدودة. 24 الحقيقة إذا كانت P © W‏ 
وكان gad‏ قط ر W‏ فإن الكرة المغلقة التي مركزها نقطة الأصل ونصف قطرها 
+d‏ 


P|‏ | ستحتوي 17. الآن؛ افرض أن E‏ هي مجموعة تقاطع جميع هذه الكرات 
المغلقك. 


-\\A- 


نظرة أعمق على الهندسة 


لاحظ آولاً ان E‏ تحتوي OY W‏ كل كرة مغلقة من التقاطع تحتوي LW‏ 
ثانياء 17 كرة مغلقة مركزها نقطة الأصل. لذا لابد من وجود نقطة 0 تقع على 
حدود E‏ وحدود W‏ (لأنه لو كان غير ذلك لكانت E‏ أصغر وهذا مستحيل). الآن» من 
المؤكد أن 0 نقطة متطرفة للمجموعة E‏ ومن ثم فهي نقطة متطرفة للمجموعة 
.W‏ لا 
مسأل )19,8,1( 

Liew)‏ مكعبًا طول ضلعه 7 داخل كرة ورسمنا الكرة داخل مخروط طول حرفه 
الجانبي يساوي طول قطر قاعدته ورسمنا المخروط داخل اسطوانة دائرية قائمة. ما 
المساحة السطحية الكلية (المساحة السطحية الجانبية ومساحة القاعدتين) للاسطوانة؟ 
الحل: 

بالنظرإلى الشكل رقم )٠٠١(‏ نجد أن قطر الكرة يساوي VIr‏ (القطر الرئيس 


1/3 
تلمكعب). إذن: Maas‏ قطر الكرة -T galt‏ ومن الشكل رقم (tet)‏ نجد أن قطر 
المخروط يساوي 37 (ومن ثم طول حرفه الجانبي يساوي 37). إذن» نصف قطر الاسطوانة 


3V3 3‏ 
الدائرية القائمة يوي z‏ وارتفاعها يساوي g‏ 


شكل رقم )+1( شكل رقم )1:1( 
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إذن» المساحة السطحية الكلية لالأسطوانة هي : 
3r 9‏ 
r + 2 x r = r [1+ ¥ 8|‏ لا 


مسأل (Y, E, Y)‏ [المجسمات الأفلاطونية] 
يستخدم المصطلح "مجسم أفلاطوني" لكثير وجوه 2 الفضاء ثلاثي wad)‏ 
الذي يتمتع بالخاصيتين: 
(i)‏ جميع وجوهه مضلعات منتظمة متطابقة. 
(ب) يتقاطع عند كل رأس عدد متساو من الوجوه. 
مثال على مجسم أفلاطوني هو المكعب حيث للمكعب ستة وجوه جميعها 
مريعات وتتقاطع ثلاثة وجوه عند كل رأس. 
جد جميع المجسمات الأفلاطونية. 
الحل: 
الملفت للنظر أن ate‏ المجسمات الأفلاطونية يساوي 5 ويمكن إيجادها جميعا. 
ولهذا الغرض نستخدم صيغة أويلر التي قدمناها 2 البند :)٤,١(‏ 
V—-E+F=2‏ 
حيث V‏ عدد الرؤوس» E‏ عدد الأضلاع؛ F‏ عدد الوجوه. نعتبر أن أضلاع ورؤوس 
المجسم الأفلاطوني تكون رسمًا مسموحًا على سطح المجسم الأفلاطوني (وهذا GALS‏ 
توبولوجيًا الكرة). 
ويما أننا نناقش كثيرات وجوه منتظمة فإنه يوجد بعض العلاقات بين LF EV‏ 
ونفرض أن M‏ عدد الأضلاع التي تحد وجه وأن ۸ عدد الأضلاع التي تتلاقى عند أي رأس. 
Les‏ أن عدد الأضلاع التي تحد كل وجه هو M‏ فإنه يمكن القول: إن Mf‏ هو عدد 
الأضلاع الكلي. لكن هذا ليس صحيحا OY‏ كل ضلع يحد وجهان (وجه لكل من جهتي 
الضلع). (yal‏ عدد الأضلاع هو: 


m 


m 
2 


E = 


نظرة أعمق على الهندسة 


(x) 


ويما أن كل وجه يتكون من M‏ رأس SY)‏ له M‏ من الأضلاع) Gig‏ المقدار MP‏ 


يحسب لنا كل رأس عدد 7 من المرات OY)‏ عند كل رأس تتلاقى ۸ من الأضلاع ومن ثم 


k‏ من الوجوه) فإن: 


y = me 
k 
وبتعويض )*( و( + *) 2 صيغة أويلر نجد:‎ 
k 2 


بضرب طر2 المعادلة بالمقدار 2k‏ والتبسيط نحصل على: 


F(2m + 2k — mk) = 4k 


(xx) 


(xx) 


الصيغة (xxx)‏ صيغة غنية وتحتوي على جميع المعلومات التي نحتاجها لتصنيف 
المجسمات الأفلاطونيةء ويمكن إيجاد هذه المجسمات على النحو التالي: 


a)‏ الايمكنأنيكون 4 < 77 و4 < k‏ معاء فلو كانت المتباينتان محققتين وكان 


1 
mk > 4m sam < 5‏ وأن 4۸ > mk‏ . بضرب كل من المتباينتين بالعدد 3 


والجمع نجد أن 2۸ + 277 > Mk‏ . إن هذا يجعل الطرف الأيسر من (* * *) 
غير موجب وهذا مستحيل OY)‏ الطرف الأيمن موجب). ونحصل على تناقض 


مماثل إذا كان 4 < 7١ > 4 a.k‏ أو 4 > /. 


)١( فإننا نجد من الخطوة‎ k < 5 كان‎ item < 5 Gk < 5 الا يمكن أن يكون‎ (y) 


أن 3 > m‏ وبما أن #1 77 و 2 72 OY) m‏ عدد الأضلاع التي تحد وجه المضلع 
يجب أن يكون أكبر من أو يساوي 3). إذن 3 = M‏ . بالتعويض 2 الصيغة 
xx)‏ *) نحصل على .F 6-8 = 4k gi. F(2 x<3 + 2k — 3k) = 4k‏ 


وما أ3 5 < 4 فاخ الظرف الأسر غير موحي وة be‏ تتاقض وواسلوت 


-\V\ - 
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مماثل يمكن GLA!‏ استحالة أن يكون 5 > M‏ 
من الخطوتين )١(‏ و (۲) وجدنا أن 5 > m‏ و5 > ۸ ولا يمكن أن يكون 
كلاهما آڪبر من أو يساوي 4 . ويملاحظة استحالة OF‏ يكون 1,2= m‏ 


وكذلك 1,2 = k‏ فنجد أن عدد الخيارات الممكنة هو خمسة خيارات هى: 


3= mوgوk=3‏ 
3= 70 و4 ع م 
k=5gm =3‏ 
4= mوgوk=3‏ 
k=39m=5‏ 
ندرس كل من هذه الحالات الخمس ونجد المجسم الأفلاطوني المقابل لكل من 


هذه الحالات: 

m=3 (i)‏ و 3 = k‏ بالتعويض 2 (* * « ) نجد أن 4 = F‏ . أي أن لكثير 
الوجوه 4 وجوه كل منها مثلث» وكل ثلاثة مثلثات تتلاقى عند كل رأس. 
ويهذا فالمجسم هو رباعي وجوه (انظر: الشكل رقم (IVY‏ 


(أ) رباعي الوجوه 


شكل رقو (Y)‏ 


TE 


نظرة أعمق على الهندسة 


(ب) m=3‏ و 3 = k‏ بالتعويض 4 (* * * ) نجد أن 8 = F‏ . أي أن لكثير 
الوجوه 8 وجوه كل منها مثلث وكل أربعة مثلثات تتلاقى عند كل رأس. 
وبهذا فالمجسم هو ثماني وجوه (انظر: الشكل رقم 7١٠ب).‏ 

(z)‏ 3=" و5 = kK‏ بالتعويض 2 (xxx)‏ نجد أن 20 = F‏ . أي أن 
لكثير الوجوه 20 وجها كل منها مثلث وكل خمسة مثلثات تتلاقى عند 
كل رأس. وبهذا فالمجسم هو عشروني (انظر: الشكل رقم Y‏ ج). 

(د) 4 = 7 و3 = 8 : بالتعويض ے (* * *) نجد أن 6 = F‏ . أي أن لكثير 
الوجوه 6 وجوه كل منها مريع وأن كل أربعة مربعات تتلاقى عند كل 
رأس. وبهذا فالمجسم هو مكعب (انظر: الشكل رقم ؟١١٠د).‏ 

(ه) 5 m=‏ و3 = k‏ بالتعويض 2 (* * * ) نجد أن 12 = F‏ أي أن لكثير 
الوجوه 12 وجهًا كل منهما خماسي منتظم وكل ثلاث خماسيات تتلاقى 
عند كل رأس. هذا المجسم هو LAYI‏ عشر (انظر: الشكل رقم ١٠٠ه).‏ وبهذا 
نكون قد حصلنا على جميع المجسمات الأفلاطونية. لا 

نقدم الأن حلا للمساثة التي طرحتاها ة ذهاية البند(1,؟): 
مسال )۱۳.٤,۲(‏ 

لدينا خمسة مستويات 2 الفضاء ثلاثي البُعد 4 وضعها العام (انظر: البند 
(Y,1)‏ لمعرفة ماذا نقصد بالوضع العام؟). كم عدد المناطق 2 الفضاء التي تنشأ عن 
هذه ال مستويات؟ 
الحل: 

نستخدم شكل من أشكال الاستقراء. نبدأ بالحقيقة التي برهناها 2 نهاية 
البند )1,1( وهي أن ثلاثة مستقيمات 2 وضعها العام تقسم المستوى إلى 7 مناطق 
(انظر: الشكل رقم (VW‏ 


الوا 


أساليب حل المسائل 


شكل رقم ( CY‏ شكل رقم )١٠١4(‏ 

نفرض الآن أننا أضفنا Cast) Legions‏ 2 الوضع العام (انظر: شكل رقم (V+‏ 
يقطع هذا المستقيم كل من المستقيمات السابقة مرة واحدة فقط. وبهذا توجد ثلاث 
نقاط تقاطع على هذا المستقيم. تقسم النقاط الثلاث هذه المستقيم الرابع إلى أربع قطع 
مستقيمة. كل من هذه القطع تقسم إحدى المناطق السابقة إلى منطقتين. وبهذا نحصل 
على أريع مناطق إضافية بإضافة المستقيم الرابع. أي أن عدد المناطق يصبح 
T + 4 = 1‏ . وهذا هو عدد المناطق التي تنشأ عن تقسيم المستوى باستخدام أريعة 
مستقيمات 2 الوضع العام. 

الآن: نستخدم ما تعلمناه 2 الفقرة السابقة لحل المسألة المطروحة. من الواضح أن 
مستويين 2 الوضع العام (غير متوازيين) يقسمان الفضاء إلى أربع مناطق (انظر : الشكل 
رقم .)٠١١‏ 
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شكل رقم )1١٠١0(‏ شكل رقو )11( 
نضيف الآن مستوى ثالث. هذا المستوى يقطع كل من المستويين السابقين ے2 
مستقيم. وينتج عن ذلك مستقيمان 2 وضعهما العام 2 المستوى الثالث المضاف. وكما 
رأينا 4 البند )7,1( فإن هذين المستقيمين يقسمان المستوى إلى أريع مناطق. كل من هذه 


= {Vr - 


نظرة أعمق على الهندسة 


المناطق المستوية الأربع تقسم إحدى المناطق الفضائية الأربع التي حصانا عليها من 
المستويين الأوليين. وبهذا نحصل على 4 مناطق جديدة. ويكون عدد المناطق التي تنشأ عن 
تقسيم ثلاثة مستويات للفضاء هو 8 = 4 + 4 . (انظر: إلى الشكل رقم ٠١5‏ للتحقق من 
ذلك). وهذا هوا لشكل الأخير الذي نرسمه لأنه بعد ذلك يكون من الصعب رسم شكل 
معقول» لذا سنعتمد على التبرير النظري. 

وجدنا لحد OY!‏ أن ثلاثة مستويات 2 وضعها العام تقسم الفضاء إلى 8 مناطق 
فضائية. أضف الآن مستوى رابعًا. يقطع هذا المستوى كل من المستويات الثلاثة السابقة 
2 مستقيم. من ذلك نحصل على ثلاثة مستقيمات 4 الوضع العام 2 المستوى المضاف. 
هذه المستقيمات الثلاثة تقسم المستوى الرابع المضاف إلى 7 مناطق مستوية. كل من هذه 
المناطق المستوية تقسم أحد المستويات الفضائية التي لدينا إلى منطقتين. ولهذا نحصل 
على / مناطق فضائية جديدة بإضافة مستوى رابع. ويكون العدد الكلي للمناطق الفضائية 
هو7-15 ل8. 

الخطوة التالية والتي يصعب تخيلها ولكن من السهل تبريرها. أضف الآن مستوى 
خامسًا بوضعه العام. يقطع هذا المستوى كل من المستويات الأربعة السابقة 2 مستقيم. 
ويهذا نحصل على 4 مستقيمات بالوضع العام 2 المستوى الجديد. هذه المستقيمات 
ستقسم المستوى الجديد إلى 11 منطقة مستوية. (كما بينا 2 الفقرة الأولى من الحل). 
كل من هذه المناطق المستوية ستقسم إحدى المناطق الفضائية الموجودة إلى منطقتين 
وبهذا نحصل على 11 منطقة فضائية جديدة. ونخلص إلى أن العدد الكلي للمناطق 
الفضائية التي نحصل عليها من تقسيم 5 مستويات 2 وضعها العام الفضاء هو 
Ul .15 +11 = 26‏ 


مسال تحدي (1t, £, Y)‏ 
جد صيغة لعدد المناطق التي تنشأ عن تقسيم ۸ من المستويات 2 وضعها العام 
للفضاء ثلاثي البعد. 


HOS 
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مسأل تحدي )10.8.1( 

اتستطيع حل هذه المسألة )15 كانت لديك خبرة 24 الفضاءات ذات الأبعاد 
التي لا تقل عن 4 . يمكنك الاستعانة بمن يرشدك على طريقة التفكير لحل هذه 
المسألة]. جد صيغة لعدد المناطق التي تنشأ عن تقسيم k‏ من الفضاءات الجزئية بعد 
كل منها 1 - 7 4 وضعها العام الفضاء ذو بعد 7. 


TE 


©) 


©) 


(Y) 


($) 


نظرة أعمق على الهندسة 


تمارين على Jaki‏ الثاني 


أثبت آبل وهاكن (Appel and Haken)‏ أنه يمكن تلوين أي رسم مرسوم على 
كرة بأربعة ألوان على الأكثر. المقصود هنا هو تلوين رؤوس الرسم بحيث 
يأخذ أي رأسين متجاورين (بينهما ضلع) لونين مختلفين. العدد 4 يسمى 
العدد اللوني (chromatic number)‏ للكرة لأن: 

(i)‏ لا يوجد رسم يحتاج أكثر من أريعة آلوان. 

(di)‏ يوجد رسم يحتاج إلى اربعة ألوان بالضبط. 
(ì)‏ أعط مثالا لرسم على الكرة يحتاج 4 الحقيقة إلى أربعة ألوان وفسر لاذا 

تعد الألوان الأربعة ضرورية. 

(ب) اغف وشا ا فرسم gle‏ انطارة يحشاج-7 الوابخ. 
en dsi (z)‏ للعدد اللوني لطارة تحتوي ثقبين. 
أفرض أننا قسمنا المستوى إلى مناطق برسم عدد منته من الدوائر مع إمكانية 
تقاطع أو عدم تقاطع بعضها وإمكانية اختلاف أنصاف أقطارها ومراكزها. 
كم عدد الألوان اللازمة لتلوين هذه المناطق بحيث يتم تلوين أي منطقتين 
متجاورتين بلونين مختلفين؟ اتكون المنطقتان متجاورتين إذا اشتركتا بجزء 
من ضلع وليس فقط رأس]. 
رسمنا دائرة نصف قطرها 1 داخل مثلث متساوي الأضلاع. بعد ذلك؛ عند كل 
رأس من رؤوس المثلث؛ رسمنا ثلاث دوائر بين الدائرة الأولى وضلعي المثلث 
المشتركين 2 ذلك الرأس. إذا أعدنا الخطوة السابقة طالما استطعنا ذلك فما 
مجموع أنصاف أقطار جميع الدوائر التي نحصل عليها؟ 


لنفرض أن () مجموعة نقاط مربع وحدة مغلق مع نقاطه الداخلية (طول 
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(°) 


CY) 


(Y) 


(A) 


ضلعه يساوي 1). اختار 5 نقاط عشوائيًا 2 المجموعة Q‏ . أثبت وجود نقطتين 

منها المسافة بينهما لا تزيد على 0 5 

ليكن 7 عددًا صحيحا موجبًا. كم عدد المثلثات غير المتطابقة التي أطوال 

أضلاعها أعداد صحيحة بحيث يكون طول الضلع الأكبر يساوي 7 ؟ 

مثلث قائم محيطه 60 بوصة. طول ارتفاعه العمودي على الوتر يساوي 12 

بوصة. ما أطوال أضلاع المثلث؟ 

لدينا مائدة مستطيلة كبيرة. يمكن تغطية المائدة بقطع نقود ذوات الفئة 

الواحدة (لتكن ريع ريال) بإحدى الطريقتين التاليتين: 

(i)‏ ضع قطع النقود على شكل صفوف وأعمدة بحيث تتجاور كل قطع 
نقود مع أربع قطع نقود أخرى؛ واحدة على يسارهاء واحدة على يمينهاء 
واحدة أعلاهاء واحدة أسفلها. المستقيمات المرسومة من مركز كل من 
هذه القطع إلى مراكز القطع المتجاورة لها بحيث يكون قياس كل من 
الزوايا بين كل زوج من هذه المستقيمات يساوي 90 . تسمى هذه 
التغطية: التغطية المستقيمة .(rectilinear packing)‏ 

(ب) الطريقة الثانية للتغطية تتم بحيث يكون لكل قطعة نقود ست قطع 
نقود مجاورة لها. المستقيمات المرسومة من مركز أحدها إلى مراكز 
القطع المجاورة لها تشكل زوايا مقياسها 60° فيما بينها. تسمى هذه 
التغطية: التغطية السداسية (hexagonal packing)‏ . 

قارن بين هاتين الطريقتين لتغطية المائدة. أي منها أكثر فاعلية (أي تكون 

المساحة غير المغطاة أصغر) ؟ احسب بالتقريب المساحة التي يتم تغطيتها لكل 

من الطريقتين. 

يمكن تغطية المستوى بسداسيات منتظمة طول ضلع كل منها 1 بوصة. 


- \YA - 


(A) 


A) 


(VN) 


(VY) 


(VY) 


obi‏ أعمق على الهندسة 


"التغطية" هنا تعني تغطية المستوى بهذه السداسيات المتجاورة وغير المتقاطعة 
بدون ترك فراغات 2 المستوى. ارسم شكلا يبين إمكانية هذه التغطية. بين 
استحالة تغطية المستوى بخماسيات منتظمة طول ضلع كل منها يساوي 1 


بوصة. 

ليكن pleas Lilie T‏ باستخدام مفهوم التغطية المقدم 2 التمرين رقم (A)‏ 
هل يمكن تغطية المستوى بمثلثات جميعها متطابقة وتطابق S T‏ 

لیکن R‏ مسل Sige‏ اک اغد أعداد كسرية. استخدم مفهوم التغطية 
المقدم 2 التمرين (A)‏ لإثبات إمكانية تغطية المستوى بمستطيلات مطابقة 
للمستطيل R‏ بعدد غير منته من الطرق المختلفة. 

لتكن U‏ مجموعة محدودة ومغلقة 4 المستوى. قطر U‏ هو أكبر مسافة بين 
أي نقطتين ب2 U‏ . بين فيما إذا كانت العبارة التالية صائبة aj‏ خاطئة: 

إذا كان قطر U‏ يساوي d‏ فإنه يوجد قرص مغلق قطره d‏ يحتوي [). 
لنفرض أن » و3 عددان حقيقيان حيث 8 > ».ولتكن 
p}‏ مه > ه : ))z,y( ER?‏ = 5 . تسمى المجموعة S‏ شريحة عرضها 
© - 3/. أي مجموعة نحصل عليها من دوران 5 تسمى أيضًا شريحة. نقول إن 
عرض المجموعة المغلقة X‏ يساوي 0 إذا كانت X‏ محتواه 2 شريحة عرضها 
Le. d‏ العلاقة بين المفهومين: عرض يساوي d‏ وقطر يساوي das d‏ قطر 
مجموعة عرضها 0 لا يزيد على 0 ؟هل العكس صحيح S‏ اعط أمثلة. 

لتكن كل من X‏ و Y‏ مجموعة 2 المستوى. يعرف المجموع X HY‏ على 
النحوالتالي: CY}‏ ,كا ع 2 :ر + ] = XHY‏ . إذا كانت كل من × 
و Y‏ مجموعة محدبة فهل K+ VY‏ مجموعة محدبة ؟ إذا كان قطر كل 
من × و ۲ لا يزيد على 0 bea‏ الذي يمكن قوله عن قطر ۲ + × 5 إذا كان 
عرض كل من X‏ و Y Y‏ يزيد على 0 Led‏ الذي يمكن قوله عن عرض 


E 
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(1%) 


(19) 


OD 


(VY) 
(۸) 


(14) 


NY 15انظرالتمرينين ۱۱و‎ X + Y 

بالرجوع إلى التمرين رقم )19( ما العلاقة بين مساحة X + Y‏ ومساحة كل 
من × Yo‏ 

لتكن؟5 مجموعة محدودةومغاقة 24 | Sgt ut‏ ولتكن 
{(22,2y) : (x,y) € S}‏ = 25 . ما العلاقة بين مساحة O‏ ومساحة 25 وب هل 
الوضع الأصلي للمجموعة 5 يؤثر 2 الإجابة؟ 


لتكن 5© مجموعة محدودة ومغلقة 2 المستوى ولا تحتوي نقطة الأصل. ولتكن 
5 

:s€ |‏ = "8 .ما العلاقة بين مساحة S‏ ومساحة !$5 
S‏ 


حل التمرين رقم (1Y)‏ للمجموعات الجزئية من مستقيم. 

خذ إبرة خياطة طولها بوصة واحدة. اغمرها 2 حبر سائل. ضعها على قطعة 
من الورق. حركها 2 مستوى قطعة الورق حتى يتم استبدال موقعي طرفيها. 
كيف يمكن إنجازذلك بحيث تكون مساحة الحبر الناتج عن هذه الحركة 
أصغر ما يمكن؟ هذه هي الصيغة التقليدية لمسألة الإبرة لكاكيا -(Kakeya)‏ 
الإجابة غير المتوقعة هي: إذا كان 0 < © فتوجد طريقة لتحريك الإيرة 
بزاوية 180° بحيث تكون مساحة الحبر الناتج عن هذه الحركة أصغر من 6. 
قم بتجريب ذلك ولاحظ مساحة الحبر الناتجة. انظر: [CUN]‏ 


بالرجوع إلى الزاويتين المرسومتين 2 الشكل رقم (1V)‏ 


شكل رقن (yev)‏ 
أثبت أن قياس مجموع هاتين الزاويتين يساوي 45° [إرشاد: يمكن حل هذا 


التمرين باستخدام حساب المثلثات أو باستخدام الانعكاس]. 


Oe) 


(۱1) 


(YY) 


(1T) 


(re) 


(¥°) 


CD 
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ليكن ABCD‏ شكل رباعي. أثبت أن قطريه متعامدان إذا وفقط إذا كان: 
+|CBÎ‏ ضماح |aB? +|cD?‏ 

إذا رسمنا مثلثا'7 داخل مضلع P‏ فبين أن محيط T‏ لا يمكن أن يزيد على 

محيط 2 . 

أطوال أضلاع متلث هي متتالية من الأعداد الصحيحة الموجبة: 

Nn, (n + 1),(n +2)‏ . مساحة المثلث تساوي 6 . جد أطوال جميع أضلاع المثلث 

وقياس جميع زواياه. 

ليكن AABC‏ مثلثا قائما. أثبت وجود نقطة 77 داخل المثلث حيث 

. NBC = NCA = NAB 


الشكل رقم +A)‏ 1( يبين مثلثات قسمت إلى مثلثات أصغر. 


شكل رقم (VA)‏ 
لاحظ أن الشكل الأول يحتوي على مثلث صغير واحد. الشكل الثاني يتكون من 
صفين من المثلثات الصغيرة وعدد هذه المثلثات 2 الصفين يساوي 4 = ”2 . 
الشكل الثالث يتكون من ثلاثة صفوف من المثلثات الصغيرة تحتوي على 
9 = ?3 مثلث صغير. ويالاستمرار على هذا المنوال نجد أن الصفوف 7 الأولى 
تحتوي على N’‏ من المثلثات الصغيرة. وضح السبب وراء هذا الاستنتاج. 


ليكن lie T‏ متساوي الأضلاع و7 نقطة داخل المثلث 1. لتكن CD a‏ هي 


المسافات بين P‏ وأضلاع المثلث الثلاثة. إذا كان 7 هو ارتفاع المثلث فأثبت أن 
.atb+c=h‏ 
لیکن Éti T,‏ أطوال أضلاعه liyt‏ حيث 1 > ل > 2. بعمل تقابل بين 


- ۳١ - 
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(YY) 


(YA) 


(۹) 


0 


(۱) 


(TY) 


هذا المثلث والنقطة (x,y)‏ 2 المستوى: 
)ا جد جميعالنقاط (x,y)‏ التي تقابل المثلثات. 


ب) جد جميع النقاط (2,1) التي تقابل مثلثات متساوية الساقين. 


) 3 
(x,y )‏ 
(ج) جد جميع النقاط (a, y)‏ التي تقابل مثلثات متساوية الأضلاع. 
(o)‏ جد جميع bladi‏ (2:,1) التي تقابل مثلثات قائمة. 

مثلث قائم أطوال أضلاعه om cl‏ 10 حيث الضلع الذي طوله 10 هو أحد 
الساقين M g‏ و4 عددان صحيحان. جد كل من l‏ و .M‏ 

إذا تساوى متوسطان 2 مثلث فأثبت أن المثلث متساوي الساقين [إرشاد: أفرض 
أن المتوسطين المتساويين هما AP‏ و BQ‏ وأن X‏ نقطة تقاطعهما. عندئن» 
BX = = BQ gAX = AP‏ . أو استخدم الهندسة الإحداثية!]. 

إذا كان لشكل 2 المستوى محوري تماثل فقط فأثبت أن هذين المحورين 
متعامدان. 

أثبت مبرهنة سيلفستر :(Sylvester’s theorem)‏ لدينا عدد منته من النقاط 2 
المستوى. إذا مرأي مستقيم مرسوم بين أي نقطتين منها 2 نقطة ثالثة OLB‏ 
جميع النقاط على استقامة واحدة. 

ثقبنا حفرة خلال مركز مجسم كروي. طول الحفرة (من حافة إلى الحافة 
المقابلة) يساوي ست بوصات. ما حجم الجسم الكروي المتبقي؟ 

[إرشاد: لاحظ أن الإجابة المتوقعة لا تعتمد على نصف قطر الحفرة ولا على 
نصف قطر الشكل الكروي]. 

لدينا مريع طول ضاعه 1 Le.‏ أكبر مساحة لمثلث يمكن رسمه داخل المريع S‏ 
fale‏ لو استبد تنا "مريع طول ضلعه 1" ب "مستطيل مساحته 1"؟ ماذا لو 
استبدلنا "مربع طول ضلعه 1" ب "دائرة قطرها 1"؟ 


TAE 


(TY) 


(f) 


(°) 


CY 
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لتكن P‏ نقطة تقع 2 الريع الأول. استخدم هذه النقطة لإيجاد مثلث 2 الربع 
الأول برسم مستقيم يمر بالنقطة P‏ ويقطع Tg oe‏ الموجب ومحورل 
الموجب. ماالمستقيم الذي يعتمد على إحداثيات P‏ الذي ينتج عنه مثلث 
مساحته أصغر ما يمكن؟ 

أثبت وجود عدد ثابت 0 < C‏ يحقق الخاصية: إذا كانت {ajja‏ متتالية 


منتهية من الأعداد المركبة فإنه توجد متتالية جزئية 0...., 0 بحيث يكون: 
k‏ 1 


Ja; +a, +a, > C| a, | + ag) +-+ 


J2 An | 


ليكن S‏ سطحا Lalas‏ 2 الفضاء ثلاثي البُعد [مثل؛ كرة أو طارة أو طارة ذات 
ثقبين وهكذا]. نقول أن طبقة S (genus)‏ هي و إذا احتوت S‏ على عدد من 
الأنفاق يساوي 0 : طبقة الكرة تساوي O‏ طبقة الطارة القياسية تساوي cL‏ 
طبقة الطارة ذات ثقبين تساوي 2 وهكذا. اقترح هيود (Heawood)‏ صيغة ثم 
برهانها لاحقًا من قبل رينجل ويانغز (Ringel and Youngs)‏ انظر: [RIN]‏ 
عندما يكون 0 > و تنص على: 

العدد اللوني لسطح مغلق S‏ له طبقة g‏ هو: 


“y= ; 7 + ./1 + و48‎ | 


حيث | ] هي دالة "أكبر عدد صحيح". أيضاء "العدد اللوني" لسطح هو أصغر 
عدد من الألوان اللازمة لتلوين أي خارطة على السطح. لاحظ أنه للطارة 
لدينا 1 - g‏ ويهذا نجد أن 7 y=‏ . ما العدد اللوني لطارة ذات ثقبين؟ ذات 
ثلاث ثقوب؟ هل تستطيع إيجاد أمثلة لخرائط للتحقق من صواب هذه 
الإجابات؟ [إرشاد: يقترح التمرين رقم )١(‏ كيفية الحصول عل أمثلة]. 

لنفرض أن ...,0,01 عدد غير dive‏ من النقاط المختلفة 2 المستوى. ولنفرض 
أن المسافة بين أي نقطتين منها هي عدد صحيح (المسافات بين الأزواج المختلفة 


= Pi. 
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(TY) 


(TA) 


(v4) 


(+) 


(2\) 


هي أعداد صحيحة مختلفة). أثبت أن جميع النقاط .0 على استقامة واحدة. 
ليكن © شكلاً Geely‏ محدبًا 2 المستوى. تخيل الآن أننا وضعنا المستوى DB‏ 
الفضاء. بين أن O‏ هو "صورة منظورة" لمربع 2 الفضاء iat]‏ هنا بصورة منظورة: 
لتكن 7 نقطة ثابتة 4 الفضاء» وهذه النقطة هي بؤرة المنظور. لتكن S‏ مجموعة 
ثابتة. ثبت OYI‏ مستوى بحيث تقع 5 بين Z‏ والمستوى. الآن» تخيل وجود مراقب 
عند يركز على كل نقطة من نقاط S‏ ويسقطها إلى المستوى على النحو 
التالي: إذا كان 5 © 5 فإنه يقوم برسم المستقيم الوحيد الذي تحدده 5 و -Z‏ 
نقطة تقاطع هذا المستقيم مع المستوى المحطى هي الصورة المنظورة للنقطة 6 . 
صورة المجموعة S‏ هي اتحاد جميع النقاط المسقطة]. 

الهرم هو كثير وجوه عدد وجوهه يساوي 5 . قاعدة الهرم مريع. جوانبه الأريعة 
مثلثات تتلاقى عند رأس علوي. حجم الهرم هو حاصل ضرب ; 2 مساحة 
القاعدة 2 الارتفاع. دون استخدام التفاضل والتكامل ولكن باستخدام التماثل 
لماذا هذه الصيغة لحجم الهرم صحيحة. 

لدينا كعكة دونات 2 الفضاء (طارة مع نقاط الداخل). اقطع ثلاث شرائح 
مستوية. ما أكبر عدد من القطع التي تحصل عليها ؟ 

لدينا مكعب خشبي طول ضلعه 4 بوصات. المطلوب هو حفر تقب قطره بوصة 
واحدة على القطر الرئيس (من الركن العلوي الخلفي الأيسر إلى الركن 
الأمامي السفلي الأيمن). ما حجم الجسم المتبقي؟ [إرشاد: يمكن أن تفشل 
باستخدام الرياضيات لحل هذه المسألة. 2 حالة فشل محاولاتكت»؛ حاول من 
ابتكار طريقة أخرى لإيجاد الحجم. كن عمليًاا. 

لديك مربع طول ضلعه 1 . نقدم الآن طريقة لحساب طول opted‏ باستخدام 
متتالية من التقريبات. التقريب الأول مبين 2 الشكل رقم )104( والتقريب 
الثاني مبين 2 الشكل رقم (9١٠ب)‏ والتقريب الثالث مبين # الشكل (9١٠ج).‏ 
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(i)‏ (ب) 
شكل رقم )19( 
اتبع هذه النمط من التقريبات باستخدام قطع من المنحنيات الخطية التي 
تقترب أكثر فأكثر من القطر. ما طول كل من هذه التقريبات؟ ماذا يقترح 
هذا التمرين عن طول القطر ؟ ما طول القطر باستخدام مبرهنة فيثاغورس ؟ 

ما التبريرلما يظهر على أنه تناقض هنا ؟ 
(EY)‏ قلد التمرين رقم )£1( للحصول على إجابة خاطئة لمحيط دائرة نصف قطرها 
xi‏ 


siyos 


www.abegs.org 


Laiti‏ الثالث 


Problems Involving Counting 


)1,¥( مسائل سهلت في الاحتمال 


Elementary Problems in Probability 


تعلمنا سابقًا بعض أساليب العد» ومن المؤكد أننا سنحتاج إليها 2 هذا 
الفصل. ولحساب الاحتمال فإننا نحتاج Leila‏ لمعرفة فضاء العينة (sample space)‏ 
موضوع الاحتمالات غني بالألغازوالمحيرات المرتبطة بعد فهمنا لفضاء العينة أو فضاء 
المخرجات. نركز 2 هذا البند على دراسة ذلك. 


)۱.۱,۳( atlases 
على ثماني قطع 4# الورق ثم‎ A, B,C, D, E, ۴,6,1 كتبنا الحروف‎ 
وضعناها 2 صندوق. سحبنا الأوراق الثماني من الصندوق واحدة بعد الأخرى. ما‎ 

احتمال أن تكون الأربع ورقات الأولى هي E, H‏ ,) ,4 (بأي ترتيب) s‏ 
الحل: 

هذه المسألة أسهل مما نعتقد لأنه بعد اختيارالأريع ورقات الأولى لا نحتاج إلى 
عمل أي شيء آخر حيث يمكننا حرق الأوراق الأخرى أو شرب القهوة أو نتعلم قيادة 
الحافلات. كما أن المسألة لا تحتاج إلى ترتيب الأوراق المسحوبة. ولهذا فإن ما نقوم به هو 
اختيارأريعة عناصر عشوائيئًا من مجموعة عدد عناصرها 8 ومعرفة فيما إذا كنا قد 
اخترنا 4 عناصر معينة بأي ترتيب. are‏ طرق اختيار 4 عناصر من مجموعة عدد 
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من بين المجموعات الجزئية المختلفة توجد مجموعة واحدة AC BH‏ 


إذن» احتمال أن تكون الأوراق الأربع الأولى هي الأوراق المطلوبة يساوي - لا 
مسأئي (۲.۱,۳) 

كتبت 37 رسالة وكتبت عناوين الأشخاص المراد إرسال الرسائل لهم على 
37 مظروفًا. بدون النظر إلى الرسائل؛ بدأت بوضع الرسائل عشوائيًا 2 المظاريف. ما 
احتمال أن يكون واحدًا فقط من هذه المظاريف يحتوي الرسالة الخطأ؟ 
الحل: 

لنفرض أننا رقمنا المظاريف من 1 إلى 37 وكذلت الرسائل من 1 إلى 37 
إذا وضعت الرسائل التي تحمل الأرقام 1 إلى 36 2 المظاريف الصحيحة 1 إلى 36 
فإنه يبقى لديك الرسالة 37 والمظروف 37 . ويهذا فإنك ستضع الرسالة 237 
المظروف الصحيح 37 . 

من الواضح أن طريقة الترقيم هذه ليس لها خصوصية معينة لكنها وضحت 
لنا الملاحظة البسيطة التالية: استحالة أن تضع رسالة واحدة فقط 2 المظروف الخطأ . 
فإذا وضعت إحدى الرسائل 2 المظروف الخطأً فإنه لا بد من أن توضع على 
الأقل رسالتان 2 مظروفين خطأ. إذن» إجابة المسألة هي أن الاحتمال المطلوب 
يساوي 0. O‏ 

وضحت لنا المسألة السابقة حقيقة بسيطة ولكنها على 2 غاية الأهمية وهي: 
لا يمكننا الحكم Leila‏ على المسألة من ظاهرهاء فمن الممكن أن يكون نص المسألة 
بسيطًا ومنمقء ولكنها ليست متسقة أو أنها غير قابلة للحل 2 المطلق. النسخة المعدلة 
التالية للمسألة السايقة أكثر أهمية: 
CARINA‏ 

كتبت 37 رسالة وكتبت عناوين الأشخاص المراد إرسال الرسائل لهم على 37 
مظروفاء من دون النظر إلى الرسائل؛ بدأت بوضع الرسائل 2 المظاريف. ما احتمال أن تكون 
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مسائل في العد 


قد وضعت رسالتين فقط 2 المظروفين الخطأ وباقي الرسائل 2 المظاريف الصحيحة؟ 
الحل: 

إذا وضعت رسالتين فقط 2 مظروفين خطأ فإنهما قد تبادلتا المظروفين. على 
سبيل المثال» الرسالة 5 وضعت 2 المظروف 19 والرسالة 19 وضعت 2 المظروف 5 . لذا 
فإن عدد الطرق المختلفة لوضع رسالتين فقط 2 مظروفين خطأ هو عدد طرق اختيار 
رسالتين من بين 37 رسالة [جميع الرسائل ال 35 الأخرى توضع 2 المظاريف 
الصحيحة ولا يوجد اختيار [lia‏ هذا العدد هو: 


= 666 


i — 


[37 37! 37X6 
21x35! 2x1 


الآن» تخيل أن المظاريف بترتيبها الصحيح )1 إلى (3T‏ موضوعة 2 صف 
واحد. عندئن,؛ التوزيع العشوائي للرسائل على المظاريف يقابل الترتيب العشوائي 
للرسائل. هذا العدد هو عدد التبديلات المختلفة لمجموعة مكونة من 37 عنصرًا وهو 
!37 (عدد كبير جدًا). oa‏ احتمال وضع رسالتين فقط 2 مظروفين خطأ هو: 


10-41 × 4.86 يد P=‏ لا 
!37 


مسألي )4,1,7( 

قررت إحدى السيدات زيارة بيت صديقتها المتزوجة التي لم تقم بزيارتها مند 
عدة سنوات. تعلم السيدة أن لدى صديقتها طفلين مختلفين 2 العمر؛ لكنها لا تعلم 
فيما إذا كان الطفلان ولدين آم بنتين آم ولد وبنت. عند وصولها للبيت فتح لها الباب 
ولدًا. ما احتمال أن يكون الطفل الثاني ولد ؟ 


الحل: 
أفضل طريقة لحل هذه المسألة هو إيجاد فضاء العينة. أحد الحلول الخاطتة 
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للمسألة هوالقول :"يوجد طفل آخر". هذا الطفل Leo!‏ أن يكون ولد أو بنتًا. لذا فإن 
احتمال أن يكون ولد هو <. 

ما Last‏ 2 هذا الحل؟الخطأ هو علمنا Lorde‏ وجود طفلين. لذا فإن فضاء 
العينة يتكون من جميع أزواج الأطفال الممكنة. فإذا وجدنا جميع هذه الأزواج بالترتيب 
(الأصغر, الأكبر) نجد أنها: 

(B, B),(B, G),(G, B),(G,G) 
وعددها 4. ل نعلم إن كان الولد الذي فتح الباب هو الأصغرأم الأكبر. لذا ليس‎ 
لدينا أدنى فكرة إن كان هذا الولد هو الإحداثي الأول آم الإحداثي الثاني 2 الزوج‎ 
المرتب. لذا فإن فضاء العينة الذي يصف أطفال العائلة هو:‎ 
(B, B),(B,G),(G, B) 

اثنان من هذه الأزواج يبين أن الطفل الآخرهو بنت وواحد يبين أن الطفل الآخرهو 
ولد. إذن» احتمال أن يكون الطفل الثاني ولدًا هو لا 
At Live‏ تحدي (۵.۱,۳) 

لنفرض أن محاولة حلنا للمسألة السابقة كانت على النحو التالي: نجد جميع 
الأزواج الممكنة للطفلين (الآخر وفاتح الباب). الإحداثي الأول هو للطفل الذي فتح الباب 
والإحداثي الثاني للطفل الآخر. عندئن» فضاء العينة هو: 

(B, B),(B, G),(G, B),(G,G) 

وبما أننا على علم مسبق بأن من فتح الباب هو ولد فإننا نقوم بتجاهل الزوجين 
الآخرين ويبقى لدينا الخيارين (B, B), (BG)‏ . وبهذا نتوصل إلى أن احتمال أن يكون 
الطضل ty pT‏ هو .ما الخطأ 2 الحل ؟أجب عن هذا السؤال قبل الاستمرار 2 


القراءة. 
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مسأل تحدي (A.,T)‏ 
لزيادة الحيرة لديك ذقوم بحل المسألة على النحو التالي: جد جميع الأزواج 
الممكنة للطفلين (الآخرء فاتح الباب). الإحداثي الأول هو الطفل الذي فتح الباب 
والإحداثي الثاني هو للطفل الآخر. عندئذ» فضاء العينة هو: 
BiG) (G, B), (G, G2), (GG)‏ 4 ,3ل (B,, B»), (Bz,‏ 
التغيير الذي قمنا به هو: إذا كان الطفلان ولدان فإن أي منهما يكون قد فتح الباب. 
لذا يجب التفريق بين هذين الخيارين. وبالمثل» إذا كان الطفلان بنتين. وكما هو 
الحال سابقاء فإننا نعلم أن من فتح الباب هو ولد. وبهذا نحدف الخيارات الثلاث 
الأخيرة ويتبقى لدينا: 
(Bı, B,),(B,,B,),(B,G)‏ 

ومن ذلك نستنتج أن احتمال أن يكون الطفل الآخر ولدًا هو Leas Le‏ 2 
هذا الحل؟ أجب عن هذا السؤال قبل الاستمرار 2 القراءة. 

إذا راودك شك 2 مخرجات مسألة "فتح الباب" فإننا ندعوك للقيام يتجربة. 
استبدل "ولد" و"بنت" ب"صورة" و "كتابة" OWI‏ الق قطعة نقود مرتين وسجل نتيجة 
الرميتين بالترتيب. ثم الق قطعة النقود مرتين وسجل الرميتين بالترتيب. كرر 
التجربة 50 مرة لتحصل على بيانات تجريبية. تمثل هذه التجرية 50 عائلة لدى كل 
منها طفلان حيث توجد صورتان تقابلان ولدين وكتابتان تقابلان بنتين وهكذا . 

الآن» نقوم بمالاحظة مخرجات التجرية من دون التفكير ب2 تحليلها للإجابة عن 
السؤال "إذا علمت أن أحد الإحداثيين صورة فما احتمال أن يكون الإحداثي الآخر 
صورة ؟". كتوضيح قام المؤلف بالتجربة 50 مرة وسجل نتائج التجرية 2 الجدول 
التالى: 
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TH T|H HIT HIH TIH 
HIH TIH HIT TIH TIT 
TIH HIT HIH HIH TIT 
HIT TIH HIT HIH HIH 
HJH HIT HJH TIT HIH 
HIT TIH HIT TIH TIT 
HIH HIH HIT HIH HIT 
HIT TIH TIH TIT H|T 
HIT TIH HIH TIT HIH 
HIT HJH HIT HIT TIT 


لاحظ وجود 43 زوجًا أحد إحداتياتها هو صورة. 15 زوجًا منها الإحداثي 

الآخر لها هو صورة. ويبحساب احتمال أن تكون مخرجات الرميتين صورة نجد أن هذا 
á 19‏ 1 

الاحتمال هو 0.3488 = ere‏ قريب جدا من وی ال جاية ا حصلا 
عليها من الحل الصحيح للمسألة. 

نقوم الآن يتغيير بعض مفردات المسألة الأولى لنرى ماذا يحصل. 
مسأل (۷.۱,۳) 

قررت إحدى السيدات زيارة بيت صديقتها المتزوجة التي لم تقم بزيارتها منذ عدة 
سنوات. تعلم السيدة أن لدى صديقتها طفلين مختلفين 2 العمر؛ لكنها لا تعلم فيما إذا 
كان هذان الطفلان ولدين أم بنتين أم ولد وبنت. عند وصولها للبيت فتح لها الباب ولدًا 
وصرح Li"‏ الطفل الكبير 2 ALLAN‏ والطفل الآخر نائم 2 الغرفة". ما احتمال أن يكون 


الطفل الآخر ولد ؟ 


المترجمان: أجرى المترجمان التجربة 100 مرة ولاحظا وجود 81 زوجًا أحد إحداثياتها صورة 28 
زوجًا منها الإحداثي الآخر لها هو أيضًا صورة. وبهذا يكون الاحتمال هو 0.3456 = وهذا أيضا 
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الحل: 

هذه مسألة مختلفة! تذكر أن فضاء العينة للأطفال (صغير» كبير) هو: 

(B, B),(B,G),(G, B),(GG) 
من بين هذه المخرجات التي يكون فيها الإحداثي الأول هو الولد الأكبر هي‎ 
الطفل الأصغر لي أحد هذين الزوجين هو ولد وبنت 2 الزوج‎ . (BB BE 

الآخر. إذن» احتمال أن يكون الطفل النائم 4 الغرفة يساوي احتمال أن يكون بنتًا. 
وبهذا فالإجابة هنا هي 5 لا 

من المناسب هنا النظر أيضًا على مخرجات التجرية التي أجراها المؤلف. تذكر 
أن " صورة" تقابل "ولد" و"كتابة" تقابل "بنتًا". لاحظ وجود 31 زوج الإحداثي الأول 
فيها "صورة" (ولد). من بينها يوجد 15 زوجا الإحداثي الثاني فيها صورة و16 Lao}‏ 
الإحداثي الثاني كتابة. ولهذا فالتجرية تقترح أن احتمال أن يكون الطفل الثاني ولدًا 
هو 0.4839 وأن احتمال أن يكون الطفل الثاني بنتًا هو 0.5161 . 
CANT) atlases‏ 

ارسم أريعة مستقيمات متوازية على قطعة من الورق كما هو مبين 24 الشكل 
رقم .)1١١(‏ بعد ذلك قم بثني الورقة بمحاذاة الخط المنقط كما هو مبين 2 الشكل 
رقم (۱۱۱). 


8 × الخلف 
شكل رقم (e)‏ شكل رقم )1١١١(‏ 
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أخبر أحد أصدقائك أنك ستستخدم نصف الورقة لوصل أزواج من 
المستقيمات. اتوجد ثلاث طرق مختلفة لإنجازذلك والشكل رقم (VV)‏ يبين الطرق 
الثلاثة] 


شكل رقم (WY)‏ 
لا تبين لصديقك كيفية إنجازك المهمة. بعد ذلك قم بوضع ما أنجزته مقلوبا 
على مائدة. الآن» دع صديقك أن يقوم بالعمل نفسه الذي قمت به: أن يوصل النهايات 
الأربعة المتبقية من دون وصل للحصول على زوجين. اقترح على صديقك اللعبة التالية: 
عند إعادة فتح قطعة الورق» إذا كان الشكل الناتج عروة متصلة فإنك تكسب أما إذا كان 
الشكل الناتج عروتين منفصلتين فإن صديقك يكسب. هل يقبل صديقك اللعب؟ 


الحل: 


هذه واحدة من المسائل التي إذا نظرنا إليها نظرة سطحية تظهر على أنها عادلة 
ولكن إذا تعمقنا فيها فهي ليست كذلك. انظر إلى الشكل رقم (yr)‏ 


00 (W) W 
n O O 


شكل رقم (MW)‏ 
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عند فرد الورقة تظهر جميع الأشاء المختلفة التي قمت بعملها (ما أنجزته يظهر 
Leila‏ 4 الأعلى وما أنجزه صديقك يظهر Coils‏ 4 الأسفل). لاحظ أن النتيجة تظهر 
عروة متصلة 2 6 أشكال من 9 أشكال وعروتين منفصلتين 2 3 أشكال من 9 أشكال. لهذا 
2 
فإن احتمال أن تكسب هو eae‏ يكون من الغباء أن يقبل صديقك بقبول اقترااحت. 
U‏ 
لاحظ (من باب الفضول) أنه ليس من الضروري أن تكون على علم باحتمال 
الربح» لآنه مهما كان خيارك للشكل الذي ستكون عليه الورقة فإنه سيكون احتمال 
2 
الحميول على ع هد gy‏ والشكل رقم )١١*(‏ يوضح هذه النقطة. 
(at Lue‏ )4.1.9( 
Jol‏ صديقك مجموعة ورق لعب اعتيادية (عددها 52 ورقة) مقلوية. اطلب مته 
أن يقسمها إلى ثلاث مجموعات ويضعها مقلوية على مائدة. بعد ذلك تقول "آراهنڪ 
على* أن واحدة من الأوراق الثلاث العليا هي صورة" (صورة هنا تعني شاب أو ملكة أو 
ملك). هل يكون B‏ صالح صديقك قبول الرهان؟ 
الحل: 
إذا فكر صديقك 2 أن عدد أوراق الصور هو 12 من بين 52 ورقة. فعندئذ» يكون 
12 1 51 
احتمال اختيار صورة هو 0.2308 Ta x‏ . وبهدا فالرهان لصالحه ويجب أن يقبل به. 
تبيوع taal‏ إذا كان صد شك يقعر قبلا ديدم الطريعة فان ثم pega‏ ممتي 
فضاء العينة ولا كيفية العد الصحيح. إليك الحل الصحيح للمسألة. 
إذا وضعنا هذا الخداع جانبًا ola‏ ما تقوم بعمله أنت وصديقك هو اختيار 


ثلاثة أوراق عشوائيًا من بين مجموعة أوراق اللعب التي عددها 52 . والسؤال OYI‏ هو: 


المترجمان: 2 هذا الكتاب سنجد بعض مسائل العد والاحتمال التي تتعرض للمراهنة» ومع أن ذلك يتنافى مع 


الشريعة الإسلامية؛ إلا أن لها تطبيقات رياضية مهمة 2 حل المسائل بعيدة كل البعد عن المراهنة. 
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ما احتمال أن تكون إحدى هذه الأوراق صورة؟ عدد الطرق المختلفة لاختيار ثلاث أوراق 


52 
3 | من المناسب الآن (وهذا معمول به 2 العديد من مسائل الاحتمالات) 


سبهو| 


حساب عدد طرق اختيار ثلاث أوراق ليس من بينها صورة. أي نقوم بحساب احتمال 
الفشل وليس النجاح. عدد أوراق اللعب التي لا تحتوي على صورة 40 = 12 — 52 . 


40 
وعدد طرق اختيار ثلاث أوراق منها يساوي . إذن» احتمال فشل الحصول على صورة 


هو: 


40 
TT 


Ae 52! / (3! x 49!) 
3 


_ 49x 48 x 47 x 46 x 45 x 44 x 43 x 42 x 41 x 40 x 39 x 38 
52x51x50x49x48 x 47 x 46x45 x 44 x 43 x42 x 41 

_ 40x39x38 0.44706 
52X 51 50 


ويهذا فإن احتمال الحصول على صورة من بين الأوراق الثلاث المختارة هو 
P = 1 - 0.44706 = 0.55294‏ . لاحظ أن هذا الاحتمال هو 2 الحقيقة أفضل حتى 
من احتمال اختيار ورقة من بين الأوراق الثلاث. إذن» الرهان يكون لصالحك وليس لصالح 


صديقك. أخذت هذه المسألة من [951111] ولكننا ننوه أن الحل 2 المصدر يحتوي على خطا. 
لا 


لاحظ أن فضاء العينة 2 المسألة السابقة ليس مجموعة أوراق اللعب التي عددها 


12 i 
لأآنه لو كان ذلك لوجدنا أن احتمال الحصول على صورة هو 55 كما ناقشناه‎ . 2 
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سابقًا. ولكن فضاء العينة هو مجوعة جميع ثلاثيات الأوراق والمطلوب هو إيجاد احتمال أن 


تكون ورقة من الثلاثي هي صورة. وهذا السبب وراء الا ختالاف 2 الاحتمال. 


(Y.T)‏ مسائل أكثر صعوبن في اللاحتمال 
More Sophisticated Problems In Probability‏ 


نقدم 2 هذا البند مسائل أكثردقة على الاحتمالات والألعاب والعد. من 


المناسب هنا وك مادة الكتاب اللاحقة» استخدام الرمز الرياضي للمجموع وهو: 


k 
Soa, =a Fa AE, 
j=l 
CALLA حيث الطرف الأيسر هو اختصار للمجموع المبين 2 الطرف الأيمن. على سبيل‎ 
5 
SOV? +1) = 02 + 1( + )22 +1 + )32 + 1 + +1) + )52 +1( = 0 
j=l 
AW WW i. 25 


من خلال قراءة الكتاب ستصبح أكثر Colt)‏ لرمز المجموع. 
Wiwa‏ )1.9.7( 

كيس يحتوي على عدد من البليات* الحمراء وعدد من البليات الزرقاء. يمكن 
أن يكون عدد البليات صفرًا أو موجبًا. سحبنا بلية عشوائيًا من الكيس ووجدنا أنها 
حمراء. إذا سحبنا بلية ثانية فما احتمال أن تكون حمراء أيضًا ؟ 


المترجمان: البلية أو ASN‏ هي كرة رخامية أو زجاجية صغيرة يلعب بها الأطفال. 
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الحل: 

المختلف 2 هذه المسألة هو عدم معرفتنا لعدد البليات الموجود 2 الكيس ولا 
عدد البليات من كل لونء لكننا نعلم وجود بلية حمراء واحدة على الأقل؛ ويمكن أن 
تكون جميع البليات الأخرى حمراء أو جميعها زرقاء. كيف يمكننا الاستفادة من هذه 
المعلومات gi)‏ عدم وجودها) ؟ 

لنفرض أن العدد الكلي للبليات الموجودة 2 الكيس هو N‏ ولنفرض أن عدد 
البلياتالحمراء هو K‏ . نقوم بدراسة N‏ من الحالات بالاعتماد على عدد البليات 
الحمراء. نكتب ,5 ليعني أن عدد البليات الحمراء 4 الكيس يساوي k‏ حيث 
kK > 7‏ > 1.اعتبر وجود N‏ كيس من البليات: الكيس ,8 يمثل ,5 (بلية حمراء 
واحدة) والكيس By‏ يمثل Sy‏ (بليتان حمراوان) وهكذا. عندئذ» عدد البليات الحمراء 
2 جميع الأكياس هو: 


-NW +)‏ 
2 
احتمال اختيار كل منها 192 
2 1 
NN+D/2 2707 +1(‏ 
الآن» احتمال اختيار البلية الحمراء الأولى من الكيس By‏ هو: 
1x2‏ 
N(N +1)‏ 
لأن هذا الكيس يحتوي على بلية حمراء واحدة فقط. واحتمال اختيار البلية 
الحمراء الأولى من الكيس By‏ هو: 
2X2‏ 
N(N +1)‏ 


B, oY‏ يحتوي بليتين حمراوين. احتمال اختيار البلية الحمراء الأولى من 
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الكيس By‏ هو: 
32 
N(N +1)‏ 
وهكذا. إذن» احتمال اختيار البلية الحمراء الأولى من الكيس ,8 هو: 
kx2‏ 
‘NN +1)‏ 


بعد اختيار البلية الحمراء الأولى من الكيس By‏ يبقى 2 الكيس عدد (1- (k‏ 
من البليات الحمراء و(1 - (N‏ بلية. إذن» احتمال أن تكون البلية الثانية حمراء هو: 


k=1 
'N=1 
احتمال وقوع الحدثين الأولى والثاني هو حاصل ضربهما:‎ 
_ kx2 5 k—1 


E N(N+1) N=-1 
أن كل توزيعات‎ i) ويما أن احتمال اختيار كل من الأكياس 7 متساو‎ 
البليات له فرصة الوقوع نفسها) فإن احتمال أن تكون البلية الثانية حمراء هو:‎ 


N N 
kx2 k-1 
P=) P=y 2 ي‎ 
2 ONNI N =1 
= k(k = 1) 
w- Tunes oe 
N 
= ye و‎ 
(N - 7 a A = 
سبق وأن رأينا أن:‎ Listy 
yê NW DON ED د 01 بن‎ 
k=1 6 k=1 


وبهذا نجد أن: 
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NWN 012‏ 1+ 037 تقر ا 2 0 
(N—1)N(N + D) 6 2 3‏ ` 
وبالتالي» نخلص إلى أن احتمال أن تكون البلية الثانية حمراء هو O Z‏ 


على الرغم من دقة الإجابة 2 المسألة السابقة: إلا أنه من الممكن إجراء بعض 
التجارب ورؤية المخرجات. 
CRAP IN‏ 

أسقطنا لوح من الخشب طوله 10 أقدام إلى منشارآلي وقطعه المنشار عشوائيا 
إلى ثلاثة ألواح أصغر. ما احتمال إنشاء مثلث من الألواح الثلاثة؟ 
الحل: 

لنفرض أن أطوال الألواح هي ١ »8 A‏ . إذا كانت هذه أطوال أضلاع مثلث 
فيجب أن تحقق متباينة المثلث: مجموع طولي أي ضاعين 2 المثلث أكبر من أو يساوي 
طول الضلع الثالث. على سبيل SUM‏ لا يمكن أن تكون 1,2,4 أطوال أضلاع المثلث. 

إذا كان طول أحد الألواح يساوي 5 فالمثلث الذي نحصل عليه هو مثلث تافه؛ 
لذا فإننا نفترض أن طول أي من الألواح لا يساوي 5 (احتمال أن يكون طول أي لوح 5 
هو 0). ولكن إذا كان طول أي من الألواح الثلاثة أكبر من 5 وليكن A‏ فإن المتباينة 
) + 8 > 4 غير محققة. لهذا يجب أن تكون جميع الأطوال الثلاثة أصغر من 5. 2 
هذه الحالة تتحقق المتباينات الثلاث للمثلث لأن مجموع أي طولين أكبر من 5 . وبهذا 
نستطيع إنشاء مثلث. 

المسألة الآن GaL‏ المسألة "ما احتمال أن يكون طول كل من الألواح ASSEN‏ 
أصغر من 5 ؟". 

ولحساب هذا الاحتمال يكون من الملائم إيجاد نقاط التي تم عندها نشر اللوح. 
لاحك اول ol omy ait‏ قح pit Libs‏ على (niga‏ مخطفكن من rol unin‏ 


مسائل في العد 


(لأنه لو وقعت النقطتان على جهة واحدة من المنتصف فإننا سنحصل على لوح طوله 
أكبر من 5). كما أن المسافة بين نقطتي النشر يجب ألا تزيد على 5 (لأنه لو كان 
غير ذلك لكان طول القطعة الوسطى أكبر من أو يساوي 5). انظر: الشكل رقم 
(114). بتحقق هذين الشرطين نكون قد ضمنا أن أطوال الألواح الثلاثة أصغر من 5. 


هذه المسافة يجب أن تكون 


شكل رقم )114( 

الآن» احتمال وقوع Lait!‏ على جهتين مختلفتين من المنتصف يساوي 0.5 . 
كما أن المسافة d‏ بين أي قطعتين يجب أن تحقق 5 > 0 > 0 أو 10 > 0 > 5 . وهما 
حدثان متساويا الوقوع. إذن» احتمال أن تكون المسافة بين نقطتي نشر أصغر من 5 
يساوي 0.5 . من ذلك نخلص إلى أن احتمال الحصول على نقاط قطع تحقق 
الشرطين هو حاصل ضرب الاحتمالين. أي 0.25 = 0.5 × 0.5 = P‏ . وهذا هو 
الاحتمال المطلوب. لا 
At hive‏ تحدي (EVY)‏ 

أسقط لوح من الخشب طوله 10 أقدام إلى منشارآلي وقطعه المنشار عشوائيئًا 
إلى قطعتين. غضب عامل المنشار ورمى إحدى القطعتين مرة أخرى إلى المنشار فقطعها 
المنشار عشوائيًا إلى قطعتين. ما احتمال أن ينشأ مثلث عن القطع الثلاثة؟ 
مسال ),2.4( 


أساليب حل المسائل 


N‏ بحيث أن احتمال وجود شخصان Lag!‏ تاريخ الميلاد نفسه أكبر من نصف (تاريخ 
الميلاد هنا هو اليوم وليس السنة والسنة تساوي 365 يوم). 
الحل: 

ذكرنا سايق أنه يكون من الأسهل إيجاد الاحتمال المتمم 4 بعض المسائل»؛ 
وهذه المسألة هي إحدى المسائل التي نجد فيها الاحتمال المتمم ثم نطرح الإجابة من 1 
لنحصل على الاحتمال المطلوب. 

لذا نفرض أن N‏ هو عدد الأشخاص المتواجدين 4 الغرفة ونحاول حساب 
احتمال أن تكون جميع تواريخ ميلادهم مختلفة. لنفرض أن الأشخاص هم 
بط ١. 8, A, P,,...,‏ الآن» تاريخ ميلاد |1 يمكن أن يكون أي يوم من أيام السنة التي 
عددها 356 . بعد أن عرفنا تاريخ ميلاد Ola P‏ تاريخ ميلاد YP,‏ يمكن أن يكون تاريخ 
ميلاد 7 . لذا فإن تاريخ ميلاد ,1 يمكن أن يكون أي يوم من أيام السنة ال 364 
المتبقية. وبهذا يكون عدد خيارات تاريخ ميلاد Py‏ (يختلف عن تاريخ ميلاد P‏ و (P,‏ 
هو 363 وهكذا. إذن» عدد الخيارات الممكنة لتواريخ ميلاد مختلفة ل N‏ شخص هو: 

x 364 x 363 x --- x (365 — (N —1))‏ 365 . 
كما أن عدد الخيارات الممكنة لتواريخ ميلاد N‏ من الأشخاص هو: 
x 365 x+++x 365 = 365%‏ 365 . 
إذن» احتمال أن تكون تواريخ ميلاد N‏ من الأشخاص مختلفة يساوي: 
x 364 x 363 x--- x (365 — (N —1))‏ 365 _ 
365% 
-W = 1)‏ 365„ 363 304 365 _ 
365 365 365 365 
استخدم الآن الحاسب الآلي أو الآلة الحاسبة وابدآ بضرب الكسور من اليسار 


P 


1 1 
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بضريه سيكشف عن قيمة N‏ لأن هذا الكسرهو: 
(N — 1)‏ - 365 
365 
أجرى المؤلف هذه الحسابات al dy‏ بضرب 22 كسرا؛ء وحصل على احتمال 
56 . وعند القيام بضرب الكسر 23 حصل على احتمال 0.4927027 . ويهذا 


تكون أصغر قيمة للعدد N‏ بحيث يكون احتمال عدم وجود شخصين Leg!‏ تاريخ الميلاد 
i‏ 1 , , 
نفسه أصغر من 5 هو 23 . إذن» إذا كان 23 = Ola N‏ احتمال أن يكون لشخصين 
تاريخ المسيلاد نفسه أحبر من < )2 الحقيقةالاحتمالهو: 
0.5072973 = 0.4927027 — 1(. لا 


(0.9.5) تحدي‎ AT Live 

Lice‏ نجري بعض التعديلات على المسألة السابقة: 

لنفرض أن عدد أسابيع السنة هو 52 وأن عدد أيام الأسبوع هو 7 (لا نفترض 
أن أول أيام الأسبوع هو السبت oi gi‏ يوم آخر). ماأصغرقيمة للعدد N‏ (عدد 
الأشخاص) بحيث إن احتمال وقوع ولادة شخصين 2 الأسبوع نفسه أكبر من نصف؟ 
ما الفرق بين هذه الإجابة (إن وجدت) وإجابة المسألة السابقة؟ 


مسأل تحدي (YS)‏ 

ما التغيير الذي سيحصل على مسألة تاريخ الميلاد إذا أخدنا 2 الاعتبارالسنة 
الكبيسة؟ 

المسألة التالية هي مسألة وضع الرسائل 2 مظاريف التي درسناها 2 البند 
السابق. بعد دراسة حل هذه المسألة قارن هذا الحل مع المسائل السهلة منها التي سبق 
cig‏ درستها 4 البند (1,9). ما السيب الذي جعل هذه المسألة أصعب من نظيراتها ؟ 


= 46h. 


أساليب حل المسائل 


(VY) tLe 

كتبت 37 رسالة وكتبت عناوين الأشخاص المراد إرسال هذه الرسائل لهم 
على 37 مظروفًا. من دون النظر إلى الرسائل؛ بدأت وضع هذه الرسائل عشوائيًا 2 
المظاريف. ما احتمال أن تضع فقط رسالة واحدة 4 المظروف الصحيح وأن تضع باقي 
ال 36 رسالة 2 المظاريف الخطأ ؟ 
الحل: 

سنرى أن هذه المسألة مختلفة عن نظيرتها السابقة» مع أن الصياغة متشابهة. 
لنفرض كما 2 السابق أننا قمنا بترقيم الرسائل من 1 إلى 37 والمظاريف من 1 إلى 
7 . الآن» واحدة فقط من الرسائل 2 المظروف الصحيح. لنفرض أن الرسالة 1 وضعت 
2 المظروف 1 . الآن» يتم وضع الرسائل من 2 إلى 37 2 المظاريف من 2 إلى 37 مع 
شرط عدم وضع الرسالة 1 بالمظروف i‏ أي أن المطلوب هنا هو حساب تبديلات 36 
عنصرًا مع عدم بقاء أي من هذه العناصر 2 وضعه الأصلي. 

التحليل السابق يبقى صحيحًا لو Li‏ وضعنا الرسالة 2 2 المظروف 2 أو 
الرسالة 3 2 المظروف 3 أوالرسالة 4 2 المظروف 4 وهكذا. 

2 37 نخلص إلى أن عدد التوزيعات المختلفة للرسائل هو حاصل ضرب‎ Wal 
منها بے مكانه الأصلي. ويهذا نحصل على‎ Dii عدد تبديلات 36 عنصرًا مع عدم بقاء‎ 
37! حل مسألتنا إذا استطعنا حساب هذا العدد. يعد ذلك نقوم بالقسمة على العدد‎ 
عدد تبديلات 37 عنصرًا).‎ i) 

وكما هو الحال 2 العديد من المسائل فإن حل المسألة يقودنا إلى حل مسآلة 
جديدة مهمة بحد ذاتها. نقوم الآن بصياغة وحل المسألة الجديدة ثم نرجع بعد ذلك 
لاكمال خل Acti‏ 
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مسألن جزئيت (ANT)‏ |برونلي وأويلر: متقد [Pra‏ 

لنفرض أننا وضعنا ۸ من العناصر المختلفة 2 المواقع 1 إلى /. كم عدد 
الترتيبات المختلفة الممكنة لهذه العناصر مع عدم بقاء Li‏ منها 2 موقعه الأصلي* 8 
الحل: 

لنفرض أن ۵ Aj, lg,-‏ هي العناصر وأن FEF Bees‏ مواقعها الأصلية 
على التوالي. المطلوب هو إيجاد العدد M(k)‏ (عدد ترتيبات ,4 ,...,ر۵ ,ره 4 المواقع 
F,P,,...,P,‏ بحيث لا نضع a,‏ بے الموقع P,‏ لكل (j‏ 

ندرس الحالتين التاليتين: 
(i)‏ وضع a‏ الموقع P,‏ و a,‏ 2 الموقع P‏ وتوزيع ,0....,0 على المواقع 
Pgh‏ 
(ب) وضع 2a,‏ الموقع P,‏ وعدم وضع ره 2 الموقع ۶ . 

الحالة (أ): بما أن موقعي ,0 و ره محددان Lalu‏ فإنه يتبقى 2 -7 من 
العناصر ,00,...,0 لتوزيعها على Pye, P,‏ بحيث عدم وضع ,0 2 الموقع .لکن 
هذا العدد هو (2 — ))1 . 


الحالة (ب): يمكن النظر إلى هذه الحالة كالتالي: المطلوب هو توزيع العناصر 
,4۰۰۰ :0 بو0 على المواقع P, BR Poea P,‏ بحيث لا نضع a,‏ ل الموقع P‏ ولا 
a,‏ 2 الموقع Pa‏ ولا نضع a,‏ 2 الموقع P,‏ وهكذا. هذا العدد هو (1- )11 . 


من ذلك نجد أن عدد الترتيبات الممكنة بحيث يكون ره 2 الموقع Py‏ هو 
M(k —1)‏ + )2— )11 . 

الآن» وبصورة متشابهة نجد أن عدد الترتيبات الممكنة بحيث يكون 0 2 الموقع 

المترجمان: الاسم الشائع لهذه الترتيبات هو التبديالات التامة (derangements)‏ . 
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Py الموقع‎ 4# a, وعدد الترتيبات الممكنة بحيث نضع‎ M(k — 2( + M(k —1) هو‎ P 
وهذا هو العدد الذي نحصل بوضع ,0 ب2 آي من المواقع‎ . M(k - 2( + M(k —1) هو‎ 
من ذلك نجد أن العدد الكلي لهذه الترتيبات هو:‎ . 6, ۰.۰, ۴, 

M(k) = (k —1)| M(k — 2) + M(k —1)] 
أو‎ 

M(k) = kM(k —1) — M(k — 1) + (k —1)M(k — 2) 
أو‎ 
(*) 11) —kM(k - 1) = )-1(| M(k — 1) — (k — 1)M(k — 2) | 


تسمى (x)‏ علاقة إرجاعية (recursion relation)‏ للدالة M (k)‏ والعلاقات 
الإرجاعية من الأدوات المهمة 2 دراسة الرياضيات المنتهية. 
بكتاية (x)‏ لكل من الحالات 3,4,5,...,۸ نجد أن : 
M2) - 23400 [|‏ |) ( 
M(4) - 4M(3) = (-1)| M(3) - 311)2( |‏ 
M(4) - 4M(3)|‏ ( ( 


M(k) — kM(k — 1) = (-1)| M(k - 1) - (k — 1)M(k — 2)|‏ 
بتعويض المعادلة الأولى ب2 المعادلة الثانية نجد أن 
M(4) — 4M(3) = )-1(* | M(2) - 210([‏ 
ويتعويض هده المعادلة 2 المعادلة الثالثة وهكذاء نحصل ب2 النهاية على: 
M(k) - kM(k — 1) = (1)? | M(2) - 2M()]‏ 
cowl‏ 
MO =15 MQ) =04 (-1)*? =(-1}‏ 
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إذن» 
M(k) - kM(k — 1) = (—1)*‏ 
بقسمة to‏ 2 المعادلة على k!‏ نجد أن: 
(x) M(k) = Mk B 1) =i‏ 


k! (k= 1)! k! 
ويكتابة (**) للحالات 2,3,4,...,۸ نجد أن:‎ 
M(2)_ MO) _ “1ح‎ 


2! 1! a 
M(3) _ M(2) _ “لاح‎ 
58 A 3! 
M4 _ MG) _ CD 
4! 8! إ4‎ 


M&)_M(&-1) _ C 


k! (k — 1)! k! 
بجمع هذه المعادلات وإجراء الاختصارات 2 الطرف الأيسر (حدود تناوبية) نجد أن:‎ 


M 42 (13 4 _4)5 _1)k 
) Pe et ° ر‎ 
k! 2! 3! 4! 5! k! 
أو‎ 
_ 1 
ويه‎ - EES 
2! 3! 4! 5! k! 


وهذا هو عدد الترتيبات الممكنة للعناصر ,۵ ,...,,۵ 2 المواقع Poen P,‏ بحيث 


لا يقع ره 2 الموقع P,‏ لكل ز . O‏ 
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نعود OF!‏ لإحمال حل المسألة (7/,7,8). وجدنا لحد الآن عدد الطرق أحد 
الرسائل 4 المظروف الصحيح ووضع الرسائلال 36 2 المظاريف الخاطئة وهذا العدد 
هو (3771)36 . إذن» الاحتمال المطلوب هو: 


ELC LE EL ES‏ ور 
¦ !36 !3 !2 !37 !37 
| و 
laL: 3 36!‏ 
وهذه هي الإجابة النهائية للمسألة(۲,۳ر۷). لا 


(A.Y, TKA Lua‏ |بغون: تحتاج إلى تفاضل وتكامل!] 

أرضية مسطحة مفروشة بألواح خشبية عرض كل منها ست بوصات (انظر 
الشكل رقم .)١١5‏ ألقت فتاة عصاء سمكها قليل جدًا وطولها أريع بوصات على الأرضية. 
كررت الفتاة إلقاء العصا عدد كبير من المرات وليكن N‏ . احسب احتمال قطع العصا 
لأحد الشقوق الصغيرة بين أي اللوحين من الخشب كدالة 2 N‏ . ماقيمة هذا 


الاحتمال عندما 00 ج N‏ ؟ 


شكل رقم )10( 
الحل: 
هذه المسألة تقليدية تسمى "مسألة الإبرة لبفون". من الواضح أن احتمال قطع 
العصا لأحد الشقوق يعتمد على زاوية سقوط العصا (انظر: الشكل لرقم (VIN‏ على سبيل 
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المثال؛ إذا سقطت العصا موازية للشقوق فاحتمال (gated‏ لأحد الشقوق صغير جدًاء أما إذا 
سقطت عمودية على الشقوق فاحتمال قطعها يكون كبيرًا 2 هذه الحالة. وبما أن مسألة 
قطع العصا لأحد الشقوق تعتمد على زاوية سقوطها فمن المتوقع أن تكون الإجابة بدلالة 
7 . 4 الحقيقة؛ إن إلقاء Lac‏ على الأرضية هو إحدى طرائق حساب 7 . 


نقوم باختيار نظام إحداثيات كما هو مبين 4# الشكل رقم AVY)‏ 


# 


شكل رقمو )7( شكل رقم (W)‏ 

محور T‏ عمودي على اتجاه الشقوق ومحور Y‏ يوازي الشقوق. نختار نقطة الأصل 
لتنطبق على أحد الشقوقء وبهذا فإن محور ل هو أحد الشقوق. 

dest‏ خل الساثة ممعت peered‏ اقرف يات ركن اول أ سك الب 
صغير جد (يكاد أن يكون معدومًا كڪسمك قطعة مستقيمة). نفترض أيضًا أن أحد طر2 
العصا مطليئًا باللون بالأحمر. نقوم بقياس "زاوية العصا" على النحو التالي: يتم إزاحة 
العصا من دون تدويرها بحيث يقع الطرف غير المطلي عند نقطة الأصل. بعد ذلك نقوم 
بقياس الزاوية الموجهة بين محور T‏ الموجب والعصا باتجاه عكس دوران عقارب الساعة 
(بالطريقة نفسها التي تقيس بها الزاوية عند دراستك لدالتي الجيب وجيب التمام). إذا 
كان قياس الزاوية يساوي 0 راديان فإننا نقول: إن العصا تصنع زاوية مقدارها 0 راديان 
مع محور 7 الموجب. 
7 
8 
بزاوية 0 وما عدا ذلك فإن الوقوع عشوائي. ما احتمال قطع العصا لأحد الشقوق؟ من 


لنفرض الآن أن - > 0 > 0 . سنركز اهتمامنا على وقوع العصا على الأرض 
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الواضح أن الوضع الرأسي للعصا ليس مهما لأنه لا يؤثر 2 قطع العصا لأحد الشقوق. 
ولكن المهم هنا هو الوضع "يمين - يسار" للعصا. وهذه المسألة دورية: عند تحرك الطرف 
الأيسر للعصا من 0 إلى 6 بزاوية ثابتة» فإنه ولمسافة معينة لا تلمس العصا أي من 
الشقوق وبعد ذلك تقطع Lad‏ وتتحرك من اليسار إلى اليمين قاطعة هذا الشق. عند 
وصول نهاية العصا عند 6 فإنها تعيد الدورة (أي أن الحركة تكون مشابهة كما لو أن 
الطرف الأيسر للعصا عند 0). 

نحتاج هنا إلى القليل من حساب المثلثات. طول العصا يساوي 4 بوصات» 
وعندما تكون الزاوية التي تصنعها هي 0 فإن المسافة الأفقية من اليسار إلى اليمين 
تساوي 0560© 4: لذا فعندما يقع الطرف الأيسر للعصا بين 0 و 400580 - 6 فإن 
Laali‏ لن تقطع Cad‏ . وأما إذا وقع الطرف الأيسر للعصا بين 402050 - 6 و 6 ola‏ 
Laali‏ تقطع شقنًا. إذنء احتمال قطع العصا الساقطة بزاوية 0 لشق هو: 

_ 4cosé 
e 


37 T 
in < Û < — دوو‎ 
و‎ D = و‎ 9 


4 


هذا الوضع يكرر نفسه 2 الفترات 7 > O‏ 
27 < 6 > .لذا ندرس الحالة عندما 060 


إن فرصة صنع زاوية 0 عند وقوع العصا يساوي فرصة صنع أي زاوية أخرى. 
ولذا oLa‏ الاحتمالات P,‏ متساوية. ويالتالي فإنالاحتمال المطلوب هو متوسط 


الاحتمالات Py‏ حيث 9 > 0 > 0 .أي أن احتمال قطع العصا لأحد الشقوق هو: 


#/2 
/ 8 20/2 
o f = a=" ] رقي‎ ee 

t/2J3, 6 37 J 0 3m 


کک 
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Ai gals 
السطرالأخير من حل المسألة هو السطرالوحيد الذي استخدمنا فيه‎ 
التفاضل والتكامل. من الممكن تجنب ذلك باستخدام بغض الأفكارالتي استخدمت‎ 
باستخدام‎ P, أصلاً 2 تطوير حساب التفاضل والتكامل. وعوضًا عن إيجاد متوسط‎ 
التكامل (الذي من المحتمل ألا تكون على معرفة مسبقة به). قم بإتباع ما يلي: قسم‎ 


الفترة 


oz‏ إلى 100 فترة جزئية من الطول نفسه. احسب قيمة P,‏ عند 100 قيمة 


للزاوية 6 كل قيمة منها مختارة من أحد الفترات الجزئية (يمكن أن تحتاج حاسب 
آلي لإجراء ذلك). اجمع الإجابات المائة التي حصلت عليها ثم اقسم الناتج على 100 . 


8 4 
مرحت محص على تح كروي Ca, ee‏ 
WT‏ 


أجرى مؤلف الكتاب تجرية إلقاء Las‏ طولها 4 بوصات على أرضية مكونة من 
ألواح خشبية عرض كل منها 6 بوصات. وجد المؤلف أن العصا قطعت الشق 46 مرة 
من 100 مرة. لذا ola‏ الاحتمال هو 0.46 . وبمساواة ذلك مع ما وجدناه 2 المسألة وهو 


4 
on‏ نجد قيمة تقريبية للعدد 7 وهى 2.9 . هذه القيمة ليست دقيقة» لكن بإلقاء 
0 7 


العصا نذا كبيرا من اكرات تحصيل غلى تريب اقضل هن اك 

أجرى ولف (Wolf)‏ تجرية 4 زيوريخ عام 1850 باستخدام Lias‏ طولها 36 
ملم على ألواح خشبية عرضها 45 ملم. ويعد تعديل للصيغة التي حصلنا عليها 2 
المسألةالسايقة لتتلاءم من تجريته وجد أن القيمة التقريبية للعدد 7 بعد 5000 
إلقاء للعصا يساوي 3.1536 . و2 عام 1855 أجرى سميث (Smith)‏ التجرية 2 
بريطانيا بإلقاء العصا 3200 وحصل على قيمة تقريبية للعدد 7 تساوي 3.1553 . 
Lei‏ فوكس (Fox)‏ فقد أجرى التجرية 2 يريطانيا عام 1864 بإلقاء العصا 1100 
وحصل على القيمة التقريبية 3.1419 للعدد 7. 


- VV - 
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)1٠١,؟,5( تحدي‎ Cat Live 
استخدم طريقة حل مسألة الإيرة لبفون عندما يكون عرض كل من الألواح‎ 
S l> 0 وطول العصا ]. ماالميزة الجديدة التي تظهر عندما يكون‎ d الخشبية‎ 


نناقش الآن مسآلة من مسائل الاحتمال المهمة تدعى "المسارات العشوائية". 


مسأل )10.9.9( 

52 (تخيل) أن شخصًا يمشي على خط الأعداد الحقيقية بخطوات طول كل 
منها 1 بحيث يبدأ من نقطة الأصل. يتحرك هذا الشخص خطوة خطوة طول كل منها 
1 إلى اليمين أو إلى اليسار. يتم تحديد اتجاه الخطوة بإلقاء قطعة نقود. الصورة تقابل 
خطوة إلى اليساروالكتابة تقابل خطوة إلى اليمين. Sie’‏ إذا كانت نتائج إلقاء قطعة 
النقود 6 مرات هي HTH THH‏ فيتحرك الشخص خطوتين إلى اليسار 
خطوة إلى اليمين» خطوة إلى اليسارء خطوة إلى اليمين» خطوة إلى اليسار. لذا بعد تحركه 
الخطوات الست هذه يكون موقعه عند النقطة 2- . 

تصورالآن وجود "حاجزي امتصاص" أحداهما عند النقطة 0- والآخر 
عند النقطة [»حيث  bg‏ عددان صحيحان موجبان كما هو مبين 2 
الشكل رقم(6١1١).‏ إذا وصل الشخص إلى النقطة 0- أو النقطة b‏ فإنه يتم "امتصاصه" 
وتنتهي الرحلة مباشرة. السؤال هنا: 


ما احتمال انتهاء اللعبة عند وصول اللاعب عند النقطة 0- ؟ 


-a 0 b 
(نقطة الأصل)‎ 
(VA) شكل رقم‎ 
الحل:‎ 
فإن الشخص الذي يبدأ‎ a = b من الواضح حدسيئًا على الأقل أنه إذا كان‎ 
تكون فرصة امتصاصه‎ (D بالتحرك من نقطة الأصل (مسافة متساوية عن كل من 0- و‎ 


TE 
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عند »= مساوية لفرصة امتصاصه عند 5 . وإذا كان b‏ > 0 فإن فرصة امتصاصه عند 
7 أكبر من فرصة امتصاصه عند 0- OY)‏ 0 أقرب إلى نقطة الأصل). أما إذا كان 
a > 0‏ فإن فرصة امتصاصه عند b‏ أصغر من فرصة امتصاصه عند 0- OY)‏ 0 أبعد 
إلى نقطة الأصل). ولكننا نسعى إلى إجابة كمية. 

من المناسب استخدام بعض الترميزات. لنفرض أن الشخص balg‏ الآن عند n‏ 
ولنفرض أن 7 هواحتمال أن يتم امتصاص الشخص عند 0- . نجد الآن العلاقة بين 
T‏ و27 ff‏ كان الشخص واقفًا عند 7 فإن الخطوة التالية ستكون إما إلى 
77-1 أوإلى 1+ 7 يفرص متساوية. إذا تحرك الشخص 4# الخطوة التالية إلى 1 n—‏ 
فإن احتمال امتصاصه عند 0-- هو ,7 . كل من هذين الاحتمالين متساويًا الفرص. 
إذن» 


1 
n = T 


+ raal 


من هذه المعادلة نجد أن r‏ دالة خطية 2 المتغير 7 (ارسم بیان r = r(n)‏ 
لبعض قيم 7). لذا فإن : 
r=an+ 8‏ 
وهذه هي الصيغة العامة للدالة الخطية. 
لكننا تعلم أنه إذا كان الشخص عند =a‏ فإنه يتم امتصاصه» ويهذا فإن 
Kasi. = 1‏ إذا كان الشخص عند 7 فإنه يتم امتصاصه. لذا فإن 0 = 7. من 
ذلك نجد أن: 
a(-a) + 8‏ ع ,م ع 1 
an + 8‏ = رو ع 0 
وبحل هاتين المعادلتين نحصل على: 
1- 


SS ae 
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ويكون: 
b-n‏ 0 
ns =‏ 

a+b a+b 


ما الذي تقدمه Lit‏ هذه المعادلة عن المسألة الأصلية ؟ لاحظ أن ,7 هو احتمال إنهاء 
اللعبة عندما يكون الشخص عند 0- إذا كان الشخص واقفًا عند 7. على وجه 
الخصوص )13 كان الشخص واقفًا عند 0 فإن: 

0 


a+b 
0 عند‎ Ladle بتبديل الأدواربين » و 0 فإننا نجد أيضنا أنه إذا كان الشخص‎ 


oO = 


فإن الاحتمال sy‏ لامتصاصه عند 0 هو: 
0 

a +b 

إذنء نكون قد LAS)‏ أنه إذا كان 0 = a‏ فإن الاحتمالين متساويين. Beg‏ بداية 


s = 


المسألة بينا الحالتين الأخريين. U‏ 
(at live‏ تحدي (۱۲.۲,۳) 

القيمة المتوقعة (expected value)‏ للاحتمال هي متوسط arom‏ المخرجات الممكنة. 
ما القيمة المتوقعة للخطوات قبل انتهاء اللعبة المقدمة 4# المسألة السابقة؟ [إرشاد: افرض 
آن ,1 هو عدد الخطوات قبل امتصاص الشخص على فرض أن الشخص واقف الآن عند 
7 . ولنرمز للقيمة المتوقعة للعدد M,‏ بالرمز ) BUM,‏ . الآن؛ جد علاقة بين E(M,,)‏ 
وكل من (_,11) و ECM.)‏ . لاحظ أن هذه العلاقة ليست مماثلة للعلاقة التي 
وجدناها 4 المسألة السايقة GYI LOY‏ نحسب عدد الخطوات وليس الاحتمال !]. 

كملحوظة أخيرة نقدم التعليق التالي عن اللعبة المشهورة "مسألة الهدم- 
"ruin problem‏ : يلعب هذه اللعبة فريق مكون من لاعبين A‏ و B‏ . يبدأ اللاعب A‏ بمبلغ 


© دولار ويبدأً اللاعب 8 بمبلغ 0 دولار. يتم إلقاء قطعة نقود. إذا وقعت القطعة على 


2315 = 
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صورة يدفع اللاعب A‏ إلى B‏ دولارا واحدًا وإذا وقعت القطعة على كتابة يدفع 
اللاعب 8 إلى A‏ دولارًا aud fealty‏ تفسيرًا للمسألة السابقة ومسألة التحدي السابقة 
بدلالة هذه اللعبة. 


(Y.T)‏ مسائل عد إضافيي 
More on Counting‏ 


مسألي )1.9.9( 
قسمنا مستطيل طوله 31 وعرضه 17 إلى مربعات طول ضلع كل متها 1 Le.‏ عدد 
المستطيلات غير التافهة التي يمكن رسمها باستخدام مستقيمات المستطيل لتحديدها S‏ 
انظر الشكل رقم )114( [هنا "غير تافه" يعني أن طول وعرض المستطيل موجبان]. 
81 89 81 نكا :8 EE‏ 1ن :5 8 5 18 20 LECE ET ITA‏ 15 181 9 15 5 39 95 90 9 
للا سيبلا Ree‏ ]15 :11 أل 1 1 نا 1ك 


شكل رقم )19( 

الحل: 

نحتاج إلى طريقة مقنعة لعد المستطيلات. لاحظ آنه يتم تحديد المستطيل 
تمامًا بمعرفة ركنه الأسفل الأيسر وطوله وعرضه. 

يمكن اعتبار الركن الأسفل الأيسر لمستطيل 2 الشكل رقم )114( على أنه 
نقطة الأصل ومن ثم تحديد النقاط الأخرى بالطريقة المعتادة 2 المستوى الإحداثي 
(حيث طول ضلع المربع يساوي 1). كم عدد المستطيلات التي ركنها الأيسرهو نقطة 
Hale DU Su!‏ عن ats‏ لاحظ أن هتاك 91 عرض Mets‏ من 1 إلى BL‏ 9 17 
طولاً محتملاً من 1 إلى 17. إذن» عدد هذه المستطيلات هو 527 = 17 ×31 . 


= WG 


أساليب حل المسائل 


هذه بداية جيدة ولكنها تتطلب ge‏ مضنيئًا لعد جميع المستطيلات الممكنة 
وعوضا عن ذلك نستخدم التحليل التالي: لنفرض أننا بدأنا 2 المستطيلات التي ركنها 
السفلي الأيسر عند النقطة (j,k)‏ حيث 30 > 7 > 0 و 16 > ۸ > 0 . يوجد j‏ -31 
Iz E NE‏ طول كن etx‏ الس کاو إذن» عدد هذه المستطيلات هو 
x (17 — k)‏ )7 — 31) . وبهذا نجد أن العدد الكلي المستطيلان غير التافهة هو: 


30 16 


S= Y (31- 5)17 - k) 
j=0 k=0 
وباستخدام قانون التوزيع نجد أن:‎ 
30 16 
S = > ١ [527 —17j - 31k + jk] 
j-0 k=0 
30 16 30 16 30 16 30 16 
=} 527-5 9.17;5 Y 31k + 2 So 5k 
j=0 k=0 j=0k=0 j=0k=0 j=0k=0 


30 
= 527 x 31x17 —17 x17 x Bj 


j=0 
16 30 16 
-31x31x `k + S3 
k=0 j=0 k=0 


وباستخدام صيغة جاوس من البند )1,1( لإيجاد هذه المجاميع نجد أن: 
S = 277729 — 289 x 465 — 961 x 136 + 465 x 136‏ 
S = 277729 — 134385 — 130696 + 63240‏ 


S = 75888‏ * لا 


المترجمان: يمكن إيجاد هذا العدد على النحو التالي: كل مستطيل يتحدد تماماً بمستقيمين أفقيين 


32 
ومستقيمين رأسيين. عدد طرق اختيار مستقيمان رأسيان هو | | وعدد طرق اختيار مستقيمان أفقيان هو 


32118 x31 18x17 1 
toda eee 75888 عدد المستطيلات هو‎ | 


E 
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Lins‏ 2 الفصل الأول كيفية استخدام الاستقراء الرياضي لإيجاد صيغة 
مغلقة لمجاميع منتهية ie‏ ۸ ل ...+ 3 + 2 + 1 . نقوم الآن بدراسة نمط آخر يعرف 
بالمجموع الهندسي. 


مسألت (2,5,؟) 
إذا كان À‏ عددًا Caas‏ وكان hae k‏ صحيحًا Éa go‏ فاحسب: 
SH=1+rAtn +...“‏ 
الحل: 
مفتاح الحل هنا هو ملاحظة أن ضرب to‏ 2 المعادلة بالعدد YA‏ يغير الكثير. 
4 الحقيقة: 
AS = AHA +3 +... +1‏ 
الفرق بين المجموعين 5 و AS‏ هو احتواء المجموع الأول على العدد 1 واحتواء المجموع 
الثاني على المقدار 1/11 . من ذلك تجد أن: 
امغر A8‏ = 1- مق 
(A-1)S =A"! 1‏ 
AF —1‏ 
| ` 
المثال التالي تطبيق على المسألة السابقة: لنفرض أننا نريد حساب المجموع: 
100 1 2 
es eee eres‏ 
3 3 3 


U 


من الواضح أن جمع الحدود KEN‏ حلا هو poi‏ مضني. وعوضًا عن (Sd‏ 


بملاحظة أن هذا À = hS E‏ و 100 = k‏ نجد أن: 


- 1۷ - 
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الآن» باستخدام الآلة الحاسبة نجد أن: 
S = 1.5 — 9.702 ×10‏ 
2 الحالة التي يكون فيها 1 > ۸ > 1- و }---,1,2,3{ € 7 نجد من المسألة 
السابقة أن المجموع “( +...+ ۸ +2 + 1 ح ,5 هو: 
AKH‏ — 1 
a ae‏ )*( 
ماالذي يحدث لوأننا جمعنا عددًا غير منته من قوى À‏ عوضا عن اقتصار 
المجموع على عدد منته من هذه القوى. إن هذا يعني (ستتعلم المعنى الدقيق لذلك عند 
دراسة التفاضل والتكامل) جعل ۸ تؤول إلى ما لانهاية 2 المعادلة (*) . 
بهذا يكون المطلوب إيجاد مجموع جميع القوى غير السالبة للعدد ۸. آو: 
S=1+A +X HA +...‏ 
آي أن السؤال الآن هو: ما الذي يؤول إليه الطرف الأيمن من (*) عندما يزداد 
AKH‏ 


2 فمن المتوقع أن يصبح المقدار أصغر فأصغر.‎ [A] > 1 بلا حدود. بما أن‎ k 


. 1 
الحقيقة سيؤول إلى 0 عندما يزداد k‏ بلا حدود. أي أن ia‏ ج ,ى وتكتب ذلت 


على الصورة: 
1 كاف 
‘a‏ 
iA‏ 3 )+( 


k=0 


هذا شكل آخرمن الترميز الرياضي القياسي للمجموع (انظر: بداية البند 


۳). يسمى الرمز < "سيجما الكبير" ويرمز لمجموع الحدود. الحد السفلي يعني أن 


-\U- 
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jad‏ المجموع بالقوة 0 = k‏ والحد الأعلى غير محدود (أي أننا نقوم بجمع جميع قوى 


العدد ۸). 
مثال توضيحي على ذلك: ما قيمه المجموع: 
)4 2\+ 
gig AeA} he) ees‏ 
2 2 2 

ارسم الفترة ]0,2[ على مسودة. مجموع أول حدين يساوي Te‏ 
الثالث ستجد أنكت ستصل إلى منتصف المسافة الباقية للعدد 2.2 الحقيقة» إضافة 

أي حد سيحقق هذه الخاصية. لذا يمكن تخمين الإجابة على أنها تساوي 2 
2 الحقيقة:» الصيغة التي قدمناها ستؤحكد صواب ذلت: 


k=0 
نستخدم هذه الحقائق عن المتسلسلة الهندسية 2 المسألة التالية:‎ 


مسألت (۲,۲,۲) متتاليت فيبوناتشي (Fibonacci)‏ 
متتالية فيبوناتشي هي إحدى المتتاليات المشهورة جدًا 4 الرياضيات» و2 
الحقيقة 2 جميع المجالات العلمية المختلفة. يتم إنشاء هذه المتتالية على النحو 
التالي: كل من الحدين الأول والثاني يساوي 1 . الحد الثالث هو مجموع الحدين 
الأول والثاني» أي أن الحد الثالث يساوي 2 . الحد الرابع هو مجموع الحدين الثاني 
والثالث» أي أن الحد الرابع هو 3 = 2 + 1 . الحد الخامس هو مجموع الحدين الثالث 
والرابع» أي هو 5 = 3 + 2 . وبصورة Hole‏ أي حد ابتداءً من الحد الثالث هو مجموع 
الحدين السابقين له. الحدود العشرة الأولى لمتتالية فيبوناتشي هي: 
34,55 ,1,1,2,3,5,8,13,21 
<= 
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نرمز للحد ذي الرتبة j‏ بالرمز ره . إذن» 
1ع روم 1 = بف 2 = وف 3 = وف 5 = ره وهكذا. 
أثبت صواب الصيغة المغلقة التالية لمتتالية فيبوناتشي: 
1Y (5)‏ 
2 


2 
5 


الحل: 

نستخدم طريقة الدوال المولدة (generating functions)‏ وهي إحدى الطرائق 
المهمة التي تستخدم 2 جميع مجالات العلوم الرياضية. 

نفرض أن ... ل F(x) = ay 4 QL + a2"‏ حيث ,0 هي حدود متتالية 
فيبوناتشي و 2 متغير. ليس من المهم هنا معرفتنا للمتغير > حيث سنتعالج الدالة F‏ 
بأسلوب يجعلنا قادرين على إيجاد قيم المعاملات ره . ولهذا يمكن أن نعتبر F(x)‏ 
كثيرة حدود عدد معاملاتها غير منته. لااحظ الآن أن: 


aF(x)z = qx + az” + تووم‎ + aq" +++ 


F(z) = aga” + aa + كرورم‎ + aq ++ 


a; a) +...‏ — يه) + q jz?‏ — يه — (a;‏ 
ولكن من تعريف متتالية فيبوناتشي نجد أن : 
—a, = 0‏ به — 01a,‏ = به — ر — (Ag‏ 


وهكذا. إذن» المعادلة أعلاه تكافئ: 
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مسائل في العد 


1 = 
1+v5 


=T 
l 1-5 


(اضرب قوسي الطرف الأيمن لترى أن النتيجة تساوي 2 - T‏ - 1). وببعض المعالجات 


الجبرية نجد أن: 
1 5 5 1 5 5 
2 = ا 2 as me‏ 
IF =T I =f‏ 
5ه +1 1-5 
الآن» باستخدام الصيغة (++) على الكسرين داخل الأقواس | | نجد أن: 


MMP (Casa E G oes ونأ‎ Y 
F(x) = >| ze] 3 el >| =| 
10 boas 10 145 


j=0 j=0 
وبتجميع قوى 2 المتشابهة نجد أن‎ 


5—V5( Yi‏ لل وت ولو 
“| ايد a tice) San‏ 0م 
45 +114 10 1-45 = 
ولكن» 
az” 4‏ + تدره + مه = F(x)‏ 
إذن» بمقارنة المعاملات نجد أن: 
| ?= | 2-_إقلحطة 3 ى 
5 +1) 10 1-75( 10 7 
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(1+V5‏ 1 قلدجة [(5/ه-1)1- _ قلد-ة 
Ja, 2‏ 10 2 أؤء ‏ 10 
o2 1-V5 NS‏ 
2 ا 2 L+V5‏ 


بالتعويض عن ذلك بالمعادلة السابقة والتبسيط نجد أن : 


1+ 5 


4 EE 
7 2 


2 
i v5‏ 
وهذا هو المطلوب. لا 
نقدم 4 نهاية هذا الفصل بعض التمارين على استخدام الدوال المولدة. قبل 

محاولة حل هذه التمارين ننصحك بمراجعة كيفية استخدام هذه الطريقة على 
متتالية فيبوناتشي. لاحظ كيفية تجميع TF FF‏ بحيث نحصل على 
اختصارات مهمة. وهنا استخدمنا خصائص متتالية فيبوناتشي. D‏ مسائل أخرى؛ مثل 
تلك المقدمة 4 نهاية الفصل ستحتاج إلى إجراء تركيبات مختلفة بمعاملات أخرى 
تتلائم مع المسألة. 

(۳٤)مسألت‏ الزواج التقليدييّ وأفكارذات علاقت بها" 

The Classical Marriage Problem and Related Ideas 


لفهم مسألة الزواج» نقدم المسألة المعدلة البسيطة التالية: 


بلغ أحمد سن الزواج وطلب من والدته أن تبحث له عن زوجة مناسبة وكانت 


المترجمان: حاول إثبات الصيغة باستخدام الاستقراء الرياضي على [ . 
المترجمان: Lied‏ بترجمة الفقرات السابقة للمسألة (",4,١)بتصرف‏ لتتلائم مع قيم 


مجتمعنا؛ ذلك من دون التأثير 2 السياق العام. 
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مسائل في العد 


شروط البحث كما يلي: يسمح له بانتقاء زوجة من بين 100 مرشحة على الأكثر 
بشرط أن يقابل مرشحة واحدة كل مرة ويتخذ قرار اختيارها أو الانتقال إلى المرشحة 
التي تلي ذلك. لاحظ أنه يعرف المرشحات اللواتي سبق وأن قابلهن؛ لكنه لا يعرف أي 
معلومة عن المرشحات اللواتي لم يقابلهن بعد. لذا يكون اتخاذ قراره بعد مقابلة 
مرشحة بأن يقول: "هذه أفضل مرشحة مناسبة قايلتها لحد "OYI‏ وعلى هذا الأساس 
يتخذ قراره بالزواج منها أو أن يقول: "هذه الآنسة تتمتع بصفات مناسبة جدًاء لكنني 
سأغامر وأقابل مرشحات بعدها على أمل إيجاد مرشحة أفضل منها". 

"مسألة الزواج" هي تحديد الإستراتيجية الأفضل التي يقررها أحمد 4 اختيار 
عروس المستقبل ونعيد صياغتها كالتالي: 
Atlus‏ )1.8.5( 

كتبنا على كل من Aila‏ ورقة عددًا صحيحا موجبا مختلفا (الأعداد ليست 
بالضرورة من 1 إلى 100 ولكنها أي مائة عدد عشوائي) ووضعناها 2 وعاء. يقوم أحمد 
بسحب ورقة من الوعاء ثم يقرأ العدد المكتوب عليها. بعد ذلك يقرر هل يقبل هذا 
العدد ويأخن عددًا من الدولارات تساوي هذا العدد أو يقرر عدم قبول العدد ويسحب 
ورقة أخرى من الوعاء. 

لاحظ أنه يسمح لأحمد بمعرفة جميع الأعداد التي سحبها سابقًا قبل أن يقرر 
قبول العدد الذي سحبه آخر مرة أو رفضه وسحب عددا تاليا. إذا رفض أحمد جميع 
الأعداد التسع وتسعين الأولى فيكون عليه قبول العدد المكتوب على الورقة مائة. 

ما الإستراتيجية الأفضل لأحمد؟ [هنا "الإستراتيجية الأفضل" تعني حصول 
أحمد على العدد الأكبر من بين المائة عدد]. 

يعترف المؤلف بأنه عندما طرح عليه السؤال لأول مرة:» فك لمدة دقيقة واحدة 


وكانت إجابته: "لا توجد إستراتيجية:؛ إن هذا أمر مستحيل". أحد الأسباب لهذه 
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الإجابة هو عدم معرفته حينها بمعنى إستراتيجية» لكن السبب الأهم أنه لم يسمح 
لنفسه بوقت كاف للتفكير بالمسألة. 

سنفترض مقدماًا أن الإستراتيجية تأخذ الشكل التالي: يقوم أحمد بسحب 
عدد من الأوراق وليكن k‏ ويلاحظ باهتمام الأعداد المسجلة عليها.يعد 
ذلك يقررأحمد سحب ورقة جديدة تحقق "الخاصية "P‏ حيث يتم لاحقًا تحديد 
الخاصية P‏ . سنشرح Éa Y‏ السبب وراء الاهتمام 2 هذا النمط من الإستراتيجيات. 
الحل: 

نرمز للورقة المسحوبة الأولى بالرمز"ورقة 1" الورقة المسحوبة الثانية بالرمز 
"ورقة 2" وهكذا. هدفنا هو الحصول على أكبر عدد من الدولارات. أي إستراتيجية 
تنتهي باختيار الورقة )1 + 1) حيث ۸ < | يمكن تحسينها Ob‏ نتذڪر أكبر عدد M‏ 
مكتوب على الأوراق 1,2,...,7 ومن ثم اختيارالورقة بعد ذلك التي تحمل عددًا أكبر 
من 11 (إذا لم توجد ورقة تحقق ذلك فإن أحمد يكون مجبرًا على اختيار الورقة 
الأخيرة). بتطبيق هذه الملاحظة مرة بعد مرة نجد أن الإستراتيجية الأفضل هي 
ملاحظة أكبر M sare‏ مكتوب على الأوراق 1,2,...,۸ ومن ثم اختيار ورقة تالية 
مكتوب عليها عددًا أكبر من .M‏ 

بعد ذلك يكون على أحمد اختيار أفضل k‏ . لنفرض أن 0 (أكبر الأعداد 
المكتوبة على الأوراق المائة) سيكون مكتوبًا على الورقة 1 + 7 . عندئن» لن ينجح أحمد 
باختيار هذا العدد مالم يتحقق الشرطان التاليان: 
r < ۸ 0‏ (لأن أحمد سيرفض Ay k Joi‏ فإذا كان r > k‏ فإنه يتم رفض 

الورقة 1 + ١‏ والتي تحمل العدد الأكبر). 
(Y)‏ العددالأكبر من بين الأعداد المكتوبة على الأوراق من 1 إلى ١‏ يساوي العدد 


الأكبر من بين الأعداد المكتوية على الأوراق من 1 إلى ۸ (إذا كان العدد 
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الأكبر P‏ المكتوب على الأوراق 1 إلى 7 أكبر من العدد الأكبر M‏ المكتوب 
على الأوراق من 1 إلى ۸ فإن © > P‏ ويكون قد تم اختيار العدد 2 قبل 
الوصول إلى الورقة 1 + 7). 

احتمال أن يكون العدد الأكبر 0 مكتوبًا على الورقة 1 + Gigi) r‏ ورقة 


1 
أخرى) هو س . واحتمال إيجاد الورقة المكتوب عليها العدد Q‏ بفرض أن الورقة 


. k 
الخطأ لو كان 1+ 7 = 7). ويهذا فإن احتمال كسب اللعبة حيث‎ bo) - هو‎ 7+1 
B 
ورقة ويتهاز او ةة‎ ۶ aaar 11 علي الورقة‎ tages 0 
هو:‎ rol 
ا‎ 


= — x 
100 k 
نجد أن احتمال كسب اللعبة بتبني‎ r = K , k+1,...,99 ويأخن القيم‎ 


7 


الإستراتيجية السابقة هو: 


(«) P= aP = 309: = 


نبين GYI‏ طريقة لحساب المجموع 2 الطرف الأيمن من (*) . 
إذا كان T‏ عددًا Linge‏ صغيرًا فيمكن كتاية: 
1 


ln(1 + z) = sfai + glz 


المقدارداخل لوغاريتم الطرف الأيمن هو المقدار المستخدم 2 تعريف عدد أويلر 
e ~ 2.718... (Euler's number)‏ عندما 0 ج 2 .لذا فإن: 


Ind +x) = zlne =z 


نستخدم هذه الملاحظة لإيجاد المجموع على النحو التالي: 
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InN = In ا‎ ye 2 
N=1 N=2 2-11 
= [n | با‎ + In |+| 
N—1 N= 2 1 
= ]n|1 + : |+ mi: 1 |+ + In EH 
N=l 77-2 2 1 


وباستخدام الملاحظة السابقة 28 & r)‏ + 12)1 حيث 0 > © على كل من 
حدود الطرف الأيمن نجد أن: 
H l E‏ بجح InN‏ 
N=2 2 1‏ 1 ار 


[احسب هذا التقريب على الآلة الحاسبة أو الحاسب Yi A an‏ 


st =e بح‎ In 99 — ine) = 1-2] 


rk” r=1 7 17حم‎ 


بهذا التقرك* نجد أن الاحتكال (*) للحصول على ورقة مكتوبا عليها العدد 
الأكبر بعد عدم الأخذ بالأعداد المكتوبة على أول k‏ ورقة ومن ثم النجاح باختيار 
العدد الأكبر على ورقة بعد ذلك هو: 
k 99‏ 
ا بخ 
المطلوب الآن هو إيجاد ۸ الذي يجعل هذا الاحتمال أكبر ما يمكن. 
من الممكن استخدام حساب التفاضل والتكامل لإيجاد القيمة العظمى لهذه 
الدالة» لكننا نستخدم طريقة أخرى هنا لأن هذا الكتاب لا يفترض معرفة مسبقة 
لحساب التفاضل والتكامل. استخدم آلة حاسبة مزودة يبرنامج رسم أو استخدم برنامج 
حساب جبري لتخمين القيمة العظمى للدالة: 
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سك Pe‏ 
12-1 100 
وستجد أن القيمة العظمى تحدث عندما يكون: 
للك بج زو يسيبق iOS:‏ 
6 
هو عدد أويلر. 
i 5‏ و 00 cate‏ م 5-8 
مما سبق نستنتج أن على أحمد سحب أول — ورقة (تقريبا Soi‏ 37 ورقة) 
6 


وتدكر أكبر الأعداد المكتوية على هذه الأوراق. ويكون العدد الذي يختاره هو أول عدد 
أكبر من هذا العدد الأكبر الذي سيظهر على ورقة لاحقة. هذه إستراتيجية أمثلة لأ 
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O) 


©) 


0) 


تمارين على haati‏ الثالث 


أثبت أن عدد الطرق المختلفة لتوزيع 7 من أوراق اللعب المختلفة بين لاعبين 
هو 1- "2 2.إرشاد: يجب الأخن بعين الاعتبار إمكانية توزيع أعداد 
مختلفة من الأوراق لكل من اللاعبين على أن يأخذ كل منهما ورقة واحدة 
على الأقل]. 

اشتركت خمس سيدات بسرقة كمية من الألماس من أحد المحلات التجارية. 
بعد ذلك اجتمعن 2 غرفة الفندق لتقسيم الألماس المسروق بينهن بالتساوي. 
استغلت إحدى السيدات انشغال الأربع سيدات الأخريات وقامت بتوزيع أحجار 
الألماس إلى خمسة أقسام متساوية وبقي حجر واحد من الألماس. أعطت الحجر 
المتبقي لعاملة الفندق وخبأت حصتها ووضعت الحصص الأربع الأخرى L‏ 
كوم واحد. 

بعد ذلك قامت سيدة ثانية بتقسيم الكوم المتبقي إلى خمس حصص متساوية 
وبقي حجر واحد أعطته لعاملة الفندق وخبآت حصتها ووضعت ما تبقى 2 
كوم واحد. 

كررت كل من السيدات الثلاث الأخريات عملية تقسيم مماثلة و2 كل مرة 
يتبقى حجر واحد يُعطى لعاملة الفندق. 

أخيرًا اجتمعت السيدات الخمس وقمن بتقسيم ما تبقى من الألماس بينهن 
بالتساوي وتبقى حجر واحد أعطينه لعاملة الفندق. ما أصغر عدد من أحجار 
الألماس الذي تمت سرقته 2 الأصل ؟ 


الشكل رقم (V+)‏ يبين كيفية إنشاء نمط من الأعداد. 
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1 2 3 2 [1 
1 3 67 6 3 1 
1 4 10 16 19 16 10 4 1 


. 9 . 
شكل رقم OY)‏ 
يتم إنشاء أعداد كل صف من الصفوف ابتداءً من الصف الثالث على النحو 


(1) العدد الأول والأخير من كل صف يساوي 1. 

(ii)‏ العددان الثاني وما قبل الأخير من كل صف نحصل عليهما بجمع 
العددين الواقعين فوقهما مباشرة 2 الصف الأعلى. 

(ili)‏ نحصل على جميع أعداد الصف الأخرى بعد ذلك يجمع الأعداد 
الثلاثة الواقعة مباشرة فوق العدد من الصف الأعلى. 

برروجود عدد زوجي واحد على الأقل 2 كل من الصفوف ابتداءً من الصف 

الثالث. 

فئات قطع النقد المعدنية 2 العملة الأمريكية هي فئة 50 سنتاء فئة 25 سنتاء 

AS) سنت. والدولار يساوي 100 سنت.‎ 1 aa سنتات» فئة 5 سنتات»‎ 10 ac 

طفل صغير من والده ست قطع نقد معدنية تساوي قيمتها دولارًا واحدًا. أثناء 

ذهابه إلى البقالة سقطت إحدى القطع النقدية 2 مجرور المياه الصحية. ما 


احتمال أن تكون تلك القطعة من فئة العشرة سنتات؟ 
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(°) 


(1) 


(۷) 


(A) 


(A) 


(Vs) 
(1) 


(VY) 


ما العدد المتوقع JLab Y‏ زوج وزوجة بحيث تكون الأرجحية لصالح حصولهم 
على ولدين وبنت على الأقل؟ 

يحتاج العنكبوت إلى أكل ثلاث ذبابات يوميًا لكي يبقى على قيد الحياة. بعد 
أن Job‏ ثلاث ذبابات 4 يوم واحد فإنه لن يأكل شيء بعد ذلك ے2 هذا اليوم. 
احتمال أن يصطاد أي ذبابة تصادف طريقه يساوي 5 إذا علمنا أن العنكبوت 
صادف اليوم خمس ذبابات (بعضها تم اصطياده وبعضها نجى) ما احتمال أن 
تنجو الذبابة التالية؟ 

مع كل علبة من بطاقات كرة القاعدة (البيسبول) يأخذ المشتري ورقة لعب من 
مجموعة أوراق اللعب (عددها 52( مجاتا. ما العدد المتوقع من علب بطاقات كرة 
القاعدة التي يتوجب شراءها للحصول على مجموعة كاملة من أوراق اللعب 
(52 ورقة) ؟ 

بدروتحسين يتقنان لعبة رمي السهم. كل Logie‏ يستطيع إصابة الهدف باحتمال 
50% . وقفا متقابلين يبعدان عن بعضهما البعض مسافة 20 قدما وتناويا ب2 
رمي السهام على بعضهما البعض. الرابح هو من يصيب خصمه أولا. إذا بدأ بدر 
برمي السهم الأول فما فرصة ريحه؟ 

أسقطنا ثلاث نقاط من الحبر عشوائيًا على هدف يأخن شكل القرص. ما احتمال 
أن تقع النقاط الثلاث جميعًا 4 أحد نصفي القرص؟ 

أعد التمرين رقم )4( باستبدال القرص بكرة ونصف القرص بنصف الكرة؟ 

أعد التمرين رقم )4( باستبدال القرص بمريع ونصف القرص بنصف مريع. هل 
يؤثر إذا قسمنا المربع إلى نصفين أفقيًا أوراسيا أو قطريًا؟ 

كتبنا الأعداد الصحيحة من 1 إلى 1000 على 1000 قطعة ورق ثم وضعناها 
داخل وعاء. سحبنا أربع أوراق من الوعاء عشوائيئًا واحدة بعد الأخرى. ما 
احتمال أن تكون الأعداد على الأوراق الأربع مرتبة تصاعديًا ؟ 


-\A-- 


05 


(1%) 


(19) 


OD 


(1۷) 


(1۸) 


(14) 


مسائل في العد 


ماالتغييرالذي يحصل 2 التمرين رقم (VY)‏ إذا لا تزال لدينا 1000 ورقة 
مكتوب Lede‏ 1000 عدد مختلفء لكن لا نفترض Corio‏ معرفتنا لهذه 
الأعداد أو لطريقة ترتيبها؟ 

وضعنا 5 بليات حمراء و 4 بليات زرقاء 2 كيس. سحبنا 5 بليات عشوائيًا 
من الكيس. ما احتمال أن تكون جميعها بليات حمراء ؟ 

نريد الحصول على جالون cle‏ ولكننا نملك فقط (niles‏ سعة أحدهما 8 
جالونات وسعة الثاني 5 جالونات. كيف يمكن الحصول على جالون الماء 
باستخدام هذين الوعائين فقط؟ 

بدأنا بكتابة الأعداد الصحيحة الموجبة بالتتالي سطر واحد من اليسار إلى 
اليمين لتكوين عدد كبير. إذا بدأنا بالعدد 1 فماالمرتبة (الخانة) 
ال 50000 التي نحصل عليها؟ 

Lid‏ كتاب عدد صفحاته 750 ترقيمًا اعتياديا. كم عدد المراتب (الخانات) 
التي نحتاجها لإنجازذلك؟ 

لنفرض أن 5 أحد أضلاع مثلث Le. T‏ احتمال أن يكون طول s‏ أصغر من 
المتوسط الحسابي لطولي الضلعين الآخرين ؟ 

لدينا 40 طالبًاء جلس كل منهم لأداء ثلاثة اختبارات 2 الجبر والأحياء 
والكيمياء. جمعنا البيانات التالية: 

o‏ 12 طالبًا رسبوا 2 اختبارالجبر. 

۵ 5 طلاب رسبوا 2 اختبار الأحياء. 

۵ 8 طلاب رسبوا بے اختبار الكيمياء. 

© طالبان رسبا 2 اختباري الجبر والأحياء. 

© 6 طلاب رسبوا 2 اختباري الجبر والكيمياء. 

© 3 طلاب رسبوا 2 اختباري الأحياء والكيمياء. 
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١‏ طالب واحد رسب 2 الاختبارات الثلاثة. 

[ملحوظة: يمكن قراءة هذه البيانات على النحو التالي: خمسة طلاب رسبوا 2 
الأحياء متهم اثنان رسبا ب2 اختباري الجبر والأحياء وهكذا]. 

كم عدد الطلاب الذين اجتازوا الاختبارات الثلاثة. 

ألقيت حجري نرد غير متحيزين وأنت مغمض العينين. بعد رمية معينة 
أخبرك صديقك أن مجموع العددين الظاهرين على الحجرين هو على الأقل 
9. 

ما احتمال أن يكون مجموع العددين 4 الحقيقة 11؟ 

ما احتمال أن يكون مجموع العددين هو على الأقل 11 ؟ 

يمكن إيجاد مقالاً ‏ أدبيات علم الاجتماع يدعي التالي: "غالبية المحكوم عليهم 
بارتكاب جرائم 2 الولايات المتحدة الأمريكية هم من عائلات عدد أفرادها أكبر 
من المتوسط". استطرد المقال ليتوصل إلى ضرورة تدخل الهندسة الاجتماعية 
لدراسة الربط بين ارتكاب الجرائم وعدد أفراد العائلة. هل هذا ارتباط معقول؟ هل 
من الممكن فعلاً أن glans‏ الأقراذ هم من عاكلات عددها أكين من المتوسط ةضع 
نموذج إحصائي لتحدد فيما إذا كان هذا الادعاء صحيحًا. قم بإجراء بعض 
التجارب. 

اشترك خمسة رجال وخمس سيدات ب2 أحد النوادي الاجتماعية. 2 نهاية العام 
الأول» يقوم كل من الرجال بترتيب السيدات من حيث الصفات التي يفضلها 2 
زوجة المستقبل. وبالمثل» تقوم كل من السيدات بترتيب الرجال من حيث الصفات 
المفضلة لديها بزوج المستقبل. هل دائممًا سينتج عن هذه البيانات خمسة عقود 
قران بحيث يكون كل واحد من بين الرجال والسيدات مقتنعًا باختياره؟ اهنا 
"مقتنع" تعني إذا تزوج الرجل T‏ من السيدة ل فإنه لا توجد أي من السيدات 
الأريع الباقية تحقق الخاصية: إذا تزوج T‏ منها عوضا عن التي اختارها فإنه 
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سيتزوج من سيدة أفضل من السيدة Y‏ وبالمثل السيدة iY‏ وبهذا فإنه يجب إعادة 
النظر 2 الخيارات اللأخرى]. 

لديك 7 من أكواب الماء الصابك. هذه الأكواب تقابل عناصر مجموعة $© عدد 
عناصرها ۸ . ضع حبة عنب 2 أحد الأكواب. ON‏ ضع حبة عنب أخرى 2 كوب 
آخر. كرر ذلك أي عدد من المرات ثم توقف [عند توقفك؛ كل من الأكواب 
يحتوي على حبة عنب واحدة على الأكثر وبعضها لا يحتوي حبة Luke‏ وبهذا 
تكون قد اخترت مجموعة جزئية من 5 . استخدم هذه الخطة لإيجاد عدد 
المجموعات الجزئية من 5 . وبهذا تكون قد قدمت يرهانا آخريأن هذا العدد 
يساوي "2 . 

طرقت باب أحد أصدقائي القدامى الذين لم أجتمع بهم من سنوات عديدة. 
فتحت ابنتهم مريم الباب وقالت: "نحن سعداء بقدومك. سأذهب إلى الغرفة 
الخلفية وأنادي توأمي". ما احتمال أن يكون التوأم ولد ؟ 

لدينا ثلاثة كروت متطابقة 2 الشكل والملمس. لون الكرت الأول أحمرمن 
الجهتين والثاني أسود من الجهتين والثالث لونه أحمر من جهة وأسود من الجهة 
الأخرى. وضعنا الكروت الثلاثة 2 وعاء وسحبنا كرتا واحدًاء ونظرنا إلى جهة 
واحدة فقط من هذا الكرت ووجدنا أن لونها أحمر. ما احتمال أن يكون لون الجهة 
الأخرى من هذا الكرت أحمر s Úi‏ 

ألقينا حجر نرد ست مرات. ما احتمال الحصول على عدد أكبر من أو يساوي 5 
2 خمس رميات على الأقل؟ 

ما عدد القواسم الموجبة المختفة للعدد 810000 = 304 ؟ 

جزئ المجموعة }1,2,3,4,5{ = S‏ إلى مجموعتين جزائيتين منفصلتين 
اتحادهما 5© . عندئن:؛ إحدى هاتين المجموعتين تحتوي على عددين والفرق 
بينهما . لماذا ؟ 


- \AY - 


أساليب حل المسائل 


(۹) 


(Ts) 


(۳۱) 


(TY) 


(TY) 


(<) 


استخدمنا 2 ترقيم كتاب كبير 1890 مرتبة (خانة). كم عدد صفحات هذا 
الكتاب؟ 
ادرس المعادلات التالية: 
l=]‏ 
2+3+4=1+8 
ear‏ 8 اح وح tT FE‏ 6ع 5 
4 + 27 = 16 + ... + 12 + 11+ 10 


ادرس المعادلات التالية: 
L=]‏ 
(2+)--1-4 
1—4+9=1+2+3 
(4 +83+ 2 +0- = 16- 9+ 4 -1 
جد صيغة dole‏ وآثبت صوابها. 
يمتلك جمال 44 قطعة نقود معدنية من فئة العشرة سنتات وعدد جيوب 
ملابسه يساوي 10. هل يستطيع جمال توزيع قطع النقود على الجيوب العشرة 
بحيث لا يضع عددين متساويين من القطع 2 جيبين مختلفين؟ 
ادرس المعادلات التالية: 
1-1 
3+5=8 
27 = 7+9+11 
64 = 19+ 17 15 + 13 
126 = 29 + ...+ 23 + 21 


توجد 50 طريقة مختلفة للحصول على 50 سنتًا باستخدام قطع النقد 
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المعدنية الأمريكية (انظر: التمرين رقم 4). أثبت ذلك. بكم طريقة مختلفة 
يمكن الحصول على 25 Siw‏ 
عند مدخل إحدى المدن الأمريكية الكبيرة كتبت اللوحة الإرشادية: 


TOLEDO 
OHIO 


بحيث كانت كل من الحروف ملصقة على لوح خشبي منفصلء لكن الألواح 
الخشبية جميعها متطابقة. هبت عاصفة شديدة وأسقطت جميع الألواح 
الخشبية أرضا. بعد هدوء العاصفة pe‏ رجل أمي Y)‏ يقرأ ولا يكتب) ولاحظ 
سقوط اللوحة الإرشادية وأراد إعادتها إلى مكانها. فأعادها عشوائيئًا (لأنه لا 
يعرف قراءة الحروف). ما احتمال أن يكون قد أعاد كلمة "OHIO"‏ صوابًا إلى 
مكانها. ما احتمال أن يكون قد أعاد كلمة "TOLEDO"‏ صوابًا إلى مكاتها؟ ما 
احتمال أن يكون قد أعاد الكلمتين صوابًا إلى مكانيهما؟ الاحظ أن الحروف ]21 
H‏ 0 1,25 بالطريقة نفسها سواء أعادها مقلوية LY ai‏ 

اونا di jis Siti as‏ 7 وعرضه 7 إلى MN‏ من المريعات الصغيرة طول 
ضلع كل منها 1. ما عدد الممرات الممكنة التي يمكن إتباعها للوصول من 
الركن السفلي الأيسر إلى الركن العلوي الأيمن بحيث يكون اتجاه الحركة 
المسموح به إلى الأعلى وإلى اليمين فقط ؟ 

لعبت ثلاث فرق 11 مباراة دورية فيما بينها. شروط المباريات على النحو التالي: 
يلعب فريق نيويورك المباراة الأولى مع فريق آخر. بعد ذلك يلعب الخاسر 2 
مباراة» المباراة التالية مع فريق آخر. ريحت الفرق الثلاث أعدادًا مختلفة من 
المباريات. خسر فريق نيويورك المباراة الأخيرة. ما عدد المباريات التي فازت بها 
والتي خسرتها كل من الفرق الثلاث ؟ 

أردنا تجليس 5 سيدات مع أطفالهن الخمسة على مائدة مستديرة (لكل سيدة 
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(+) 


C \) 


(27) 


طفل واحد فقط). كم عدد الطرق المختلفة لإنجازذلك بحيث لا يسمح 
لسيدة وابنها أن يجلسا متجاورين؟ [إرشاد: جرب أولاً تجليس سيدتين أو AAS‏ 
سيدات مع Label‏ لهن!. 

يقال إن بداية نظرية الاحتمالات كانت عام 1654 على يد العالم الرياضي 
المشهور بليز ياسكال (Blaise Pascal)‏ عندما كتب إليه صديقه تشيفالير دي 
ميري (Chevalier de Me're')‏ يسأله عن سبب خسارته المستمرة 2 لعبة إلقاء 
حجري النرد حيث كانت شروط اللعبة على النحو التالي: 

يتم إلقاء حجري نرد أربع وعشرين مرة متتالية. إذا كان مجموع العددين 
الظاهرين 2 أي من هذه الرميات يساوي 12 فإنه يكسب عددا معينًا من 
الفرنكات وإلا فإنه يخسر العدد نفسه من الفرنكات. بعد ذلك قام باسكال 
بتحليل ذلك وشرح لصديقه سبب خسارته المستمرة. 

Le‏ الحدث الأرجح وقوعه: الحصول على العدد 6 مرة واحدة على الأقل عند 
إلقاء حجر نرد واحد أريع مرات أو الحصول على مجموع 12 مرة واحدة على 
الأقل عند إلقاء حجري نرد أريع وعشرون مرة؟ 

يلعب خمس أشخاص اللعبة التالية: يقوم كل منهم برمي قطعة نقود بنفس 
الوقت. إذا كانت جميع الرميات ما عدا واحدة فقط متشابهة فإن صاحب 
الرمية المختلفة يكسب (مثلاً: إذا كانت النتيجة 4 صور وكتابة واحدة فإن 
الكتابة تكسب). إذا كانت نتيجة الرميات مختلفة عن ذلك فإنهم يقومون 
برمي القطع مرة أخرى. ما احتمال أن يكون هناك رابح من أول مرة؟ من ثاني 
مرة؟ 

وعاء يحتوي على كرة بيضاء وكرتين حمراوين وثلاث كرات خضراء وأريع 
كرات زرقاء وخمس كرات سوداء وست كرات صفراء وسبع كرات برتقالية 
وثمان كرات بنفسجية. سحب أحد أصدقائك كرة عشوائيئًا ولم يصرح لڪ 
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عن لونها. يسمح لك بطرح عدد من الأسئلة على صديقك تكون الإجابة عن 
كل منها "نعم" أو "لا" لتعرف لون الكرة المسحوبة. ما إستراتيجيتك المثلى ؟ 
متتالية a‏ ره معرفة على النحو التالي: 

j 22 يه؛ 9 ;174 30 = ره لكل‎ =1liag = 2 
a, كسد‎ Seas Bik dias اتاو‎ at gt استخدم طريقة الدوال‎ 


متتالية i‏ ره معرفة على النحو التالي: 
—a; 1 + 2a, q = -laq = 4‏ = ره لكل 22 -J‏ 


استخدم طريقة الدوال المولدة لإيجاد صيغة مغلقة للحد ره . 


agiis‏ 0 ره معرفة على النحو التالي: 
3a, 1 T 20; 5 6a = —lia, = 0‏ = ره لكل 2 < -J‏ 

استخدم طريقة الدوال المولدة لإيجاد صيغة مغلقة للحد -aj‏ 

قسم مجموعة ورق لعب (عددها 52) إلى خمسة أكوام. ما احتمال أن يكون 
أحد الأوراق العلوية من الخمسة أكوام هي صورة حمراء (الصورهي: ملك أو 
ملكة أوشاب)؟ 

ما إجابة التمرين رقم )£1( إذا كان عدد الأكوام يساوي Sk‏ 

وزعنا 100 كرة بيضاء و 100 كرة سوداء على ثلاثة أكياس. أغمض 
عينيك ثم اختر أحد الأكياس واسحب كرة من هذا الكيس. هل يعتمد 
احتمال اختيارك لكرة بيضاء على كيفية توزيع الكرات على الأكياس بداية S‏ 
طبيب بيطري متخصص 2 الكشف عن أحد أمراض الفم والحافر لدى البقر. 
ولإنجازذلك رأى أن الطريقة المناسبة هي تقسيم القطيع إلى مجموعات عدد 
كل منها 100 . تدل الإحصاءات على أن بقرة من بين 500 يقرة مصاية 


بالمرض (إذا تمّ اكتشاف المرض مبكرًا وإلا فإن القطيع جميعه سيصاب 
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بالمرض) الاختبارالذي يستخدمه الطبيب هو فحص الدم. ولغرض زيادة 
فعالية الاختباروتوفير التكاليف قرر الطبيب AS)‏ عينة صغيرة من الدم من 
كل بقرة من المجموعة التي عددها 100 وخلط هذه العينات مع بعضها 
البعض وفحص الخليط. إذا حصل على نتيجة سلبية فإنه سيعلن أن المجموعة 
المكونة من 100 بقرة خالية من المرضء؛ أما إذا كانت النتيجة إيجابية فإن 
عليه فحص كل من العينات المائة» وك هذه الحالة يكون قد أجرى الفحص 
1 مرة. ما عدد الاختبارات المتوقع إجراءها على عدد من الأبقار يساوي 


0 إذا اتبع الطبيب طريقة الفحص هذه؟ 


يحتوي خزان على 5 جالونات من الماء النقي وكوب واحد )= من الجالون) 
من الصبغة الحمراء. مزجنا السائلين جيدًا . بعد ذلك أخدنا كويا من المزيج 
وأضفنا إلى المزيج كوبا من الماء النقي. Lied‏ بعد ذلك بمزج السائل جيدًا 
وأخدنا كوبا من المزيج الجديد وأضفنا بدلا منه كوبا من الماء النقي. 
وبالاستمرار على هذا المنوال يصبح تركيز الصبغة أقل فأقل (لماذا ؟). هل 
تؤول الصبغة إلى الصفر إذا كررنا الخطوات عددًا كافيئًا من المرات (ولكن 
العدد منته)؟ هل يصل تركيز الصبغة إلى أقل من 91% هل يصل التركيز 
إلى أقل من 0.1% ؟ هل يوجد حد أدنى لنسبة تركيز الصبغة؟ 

لدينا كرت طوله 5 بوصات وعرضه 3 بوصات. اكتب الأعداد من 1 إلى A‏ 
على الجهة الأمامية للكرت وبصف واحد وبمسافات متساوية بينها وحاول 
كتابتها بحيث تكون أحجامها متساوية. وعلى Agent!‏ الخلفية للكرت اكتب 
"لماذا اخترت العدد 3"؟ 

الآن دع صديقك ينظر إلى الجهة الأمامية للكرت ثم قل له أن يختارعددا. 


ستتعجب من أن الأشخاص غالبا ما يختارون العدد 2.3 هذه اللحظة اقلب 
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الكرت وفاجنئّ صديقح. ما السبب وراء ذلك؟ أيضاء إذا كتبت الأعداد من 1 
إلى 10 فإن الأشخاص غالبا ما يختارون العدد 3 أوالعدد 7 (أكبر من 
الاحتمال المجرد لهذا الاختيار). برأيك. ما السبب وراء ذلك ؟ 

تختلف أحجام معدة الأشخاص وتتراوح من 15 إلى 1 من المعدة الأكبر إلى 
المعدة الأصغر وتختلف أحجام القلب من 2 إلى 1 ويختلف معدل ضخ الدم من 
3 إلى 1. نقول أن صحة الشخص "متوسطة" إذا كانت كل من هذه الصفات 
عنده تقع 2 الثلث الأوسط. إذا افترضنا أن هذه الصفات موزعة عشوائيئًا بين 
الناس فما نسبة السكان المتوسطين بالنسبة لهذه الصفات الثلاث؟ 

يمكن وصف لعبة البوكر على النحو التالي: يتم توزيع خمس أوراق لعب على 
كل من اللاعبين (لاعبين أو أكثر). تكون لدى اللاعب فرصة للفوزإذا كان 
من بين أوراقه الخمسة "زوج" (زوج يعني ورقتين كل T Logie‏ أو كل Logie‏ 
ملك وهكذا). نفرض لغرض السهولة أن عدد اللاعبين يساوي 2» أنت ولاعب 
آخر. إذا كان لديك زوج فما احتمال حصول اللاعب الآخر على زوج si)‏ هل 
احتمال حصوله على زوج أكبر آم أصغر من احتمال حصولك على زوج) ؟ 
لدينا وعاء من الخرز. جميع الخرزات متطابقة 2 الحجم والشكل» لكنها تأتي 
بلونين. تريد تكوين قلادة مكونة من 10 خرزات. ما عدد القلائد المختلفة التي 
يمكن تكوينها من الخرزات العشر؟ لاح ظ أن قلادة EALS‏ قلادة أخرى إذا 
حصلت على إحداهما بتدوير الأخرى. القلادتان المتكافئتان تعتبران قلادة 
واحدة.ابعد حل هذا التمرين» استبدل " 10" بالعدد " 7" و"2" بالعدد "k"‏ ثم 
أعد حل التمرين]. 

يحتوي أحد الأدراج على زوج من القفازات الخضراء وزوج من القفازات البني. 
افكت Cots ty Sede‏ ا هن Gi Laat‏ موف ها احتمال أكون 


الزوج من اللون نفسه 5 
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مسائل في المنطق 


Problems of Logic 


)1,2( منطق صريح 
Straight Logic‏ 


مسائل هذا البند لا تستخدم الرياضيات ويتم حلها باستخدام المنطق والتبرير 


)۱.۱.٤( مسأئي‎ 


التقى 6 أشخاص هم «A‏ قل F «EDC‏ 2 عرية طعام آحد 


القطارات. هؤلاء الأشخاص الستة يسكنون 2 ست مدن مختلفة هي نيويورك» 
شيكاغوء تولساء سانت لویس» ميلواڪي» أتلانتا. المحلومات المتوافرة عن هؤلاء 
الأشخاص: 


° 


(o) 
(x) 
(v) 
(A) 


A 


A‏ والرجل من مدينة نيويورك طبيبان. 

E‏ والسيدة من شيكاغو مدرسان. 

الشخص من تولسا و C‏ مهندسان. 

شارك كل من B‏ و 7 2 حرب الخليج ولكن الشخص من تولسا لم يخدم 
2 الجيش. 

الشخص من ميلواكي أكبر من 4۸ . 

الشخص من أتلانتا أكبر من C‏ 

سيغادر 8 والرجل من مدينة نيويورك القطار عند محطة سانت لويس. 


سيغادر € والرجل من ميلواكي القطار عند محطة سان فرانسيسكو. 


= fits 


أساليب حل المسائل 


الحل: 
لا يجب علينا الاستهانة من أهمية جدولة المعلومات لأن ذلك سينظم لنا 


البيانات بطريقة تساعدنا على الوصول إلى الحل. وبهذا نقوم بعمل الجدول التالي: 


A\|B|C|D|E|F 
مدينة نيويورك‎ x | x | x x 
شيكاغو‎ X xX xX 
تولسا‎ X X X X X 
سانت لويس‎ 
ميلواكي‎ x |x |x 
أتلانتا‎ x 


العلامة X‏ تعني أن التقابل مستحيل. 


فمثلا: العكارة )1( تضمن SP LE‏ الرجل A‏ لا يسكن مدينة نيويورك» لذا وضعنا 
× 2 موقع صف مدينة نيويورك وعمود 4 . وبالمثل؛ العبارة (۷) تضمن لنا أن B‏ ليس 
من نيويورك. العبارتان )١(‏ و Lae (Y)‏ تضمنان لنا أن الطبيب 4 Y‏ يمكن أن يكون من 
شيكاغو OY)‏ من يسكنا شيكاغو هما مدرسان). وبالأسلوب نفسه نحصل على بقية 


X العلامات‎ 


بعد أن أدخلنا جميع العلامات × نجد أن ) لا يمكن أن يكون إلا من سانت 
لويس. لذا فإن المدينة الوحيدة التي يمكن أن يكون منها A‏ هي أتلانتا. بمجرد التأكد 
من أن الشخص C‏ يسكن سانت لويس فإنه يكون من المستحيل على الأشخاص الخمسة 
الباقين أن يكونوا من سانت لويسء؛ ولهذا نضع العلامة 4# صف سانت لويس وأعمدتهم. 
وبالمثل» نضع 2# صف أتلانتا وأعمدة كل من FE DB‏ .أماالعلامة * 
فنضعها لتدل على تقابل المدينة مع الشخص المناسب: 


E 


شيكاغو 
Lust 93‏ 
سانت لويس 
ميلواكى 
آتلانتا 


Xx 
# 


م 
xx |x | <2 1‏ 
| >< | مم | <> اعد 


2# 


%| >< | مم | عع‎ | <4 | <> [aa 


يم | ع | FE]‏ 
يم | مم 


# | # | # 


من هذا الجدول يكون من الواضح أن B‏ من شيكاغوء E‏ من ميلواكي؛ F‏ 


من نيويورك» D‏ من تولسا. 


وأخيرًاء فإن العبارات )١(‏ و (Y)‏ و (r)‏ تقابل بين الأشخاص gi)‏ المدن) ووظائفهم 


ونحصل على: 


AGT ظبيب من‎ A 
مدرس من شيكاغو.‎ B 

C‏ مهندس من سانت لويس. 
D‏ مهندس من تولسا. 

E‏ مدرس من ميلواكي. 

F‏ طبيب من مدينة نيويورك. 


ويهذا ينتهي حل المسألة. لا 


(Y.N, E) مسأل تحدي‎ 


هل احتجنا إلى استخدام العبارات الثماني جميعها لحل المسألة السابقة؟ 


(Y.N. £) Athan 


ما أكبر كمية من قطع النقود من فتات السنت» 5 سنتات» 10 سنتات» 25 


سنتا التي يمكن أن تكون بحوزتك ومع ذلك لا يمكنك تكوين دولار منها S‏ 


الحل: 


نستخدم طريقة الحذف. من الواضح أنه لا يمكن أن يكون معك أكثر من 
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3 قطع من فئة 25 سنتا ولا أكثر من 9 قطع من فئة 10 سنت ولا أكثر من 19 
قطعة من فئة 5 سنتات ولا أحثر من 99 قطعة من فتة 1 سنت. لكن عند 
استخدامك أكثر من فئة لتكوين دولار فإن المسألة أعقد من ذلكت. 

من الوضح إمكانية الحصول على 99 سنتنًا بعدد من الطرق. المسألة الآن هو 
محاولة إثبات إمكانية الحصول على مبلغ أكبر من دولار مع استحالة إمكانية 
الحصول على دولار. إن هذا ممكن فقط إذا استطعنا إيجاد مجموعة جزئية من قطع 
النقود قيمتها أقل من دولارء لكن بإضافة أي قطعة أخرى إلى هذه المجموعة الجزئية 
تصبح قيمة نقودها أكبر من دولار. على سبيل المثال» يمكن أن يكون لديك قطعة 
واحدة من فئة 25 سنتًا و9 قطع من فئة 10 سنتات. قيمة هذه القطع هي 1.15 . 
الآن» إذا أخذنا منها 7 قطع من فئة 10 سنتات وقطعة 25 سنتًا نحصل على 0.95 . 
إذا أخذنا منها 9 قطع من فتة 10 سنتات نحصل على 0.90 . إذا basi‏ متها 8 قطع 
من فئة 10 سنتات وقطعة 25 سنتًا نحصل على 1.05 . 

هل يمكن الحصول على وضع أفضل من المثال السابق؟ من الواضح أن المثال 
يبين ضرورة أن يكون عدد قطع فئات 25 سنتًا فردياء ومن ثم وجود قطع من فئة 10 
سنتات لا يمكننا من الحصول على دولار (ولكن وجود قطع من فئات 5 سنتات وسنت 
واحد تمكننا من ذلك). من الواضح استحالة استخدام 10 قطع من فئة 10 سنتات 
وقطعة من Aih‏ 25 سنتا لأن 10 قطع من فئة 10 سنتات تساوي دولارا. إضافة قطع 
من Ai‏ 5 سنتات يجعل الوضع أسوأ agag OY‏ مثل هذه القطع مع قطع من فئة 25 
سنتًا يمكننا من الحصول على دولار. ولكن من الممكن إضافة أربع قطع من فئة 1 
سنت ويكون: 

مجموع 9 قطع من فئة 10 سنتات وقطعة من فئة 25 سنتًا و4 قطع من فئة 
1 سنت يساوي 1.19 دولارء وبهذا يستحيل الحصول على دولار من هذه القطع الاحظ 
استحالة استخدام 5 قطع من فئة 1 سنت OY‏ ذلك يمكننا من الحصول على دولارا. 
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طريقة أخرى هو استخدام ثلاث قطع من فئة 25 Éu‏ وأريع قطع من aia‏ 
0 سنتات (استخدام خمس قطع من فئة 10 سنتات يمكننا من الحصول على دولار) 
وأربع قطع من ata‏ 1 سنت. ويكون هذا المجموع يساوي 1.19 دولارًا. ويقليل من 


التمعن نجد أن هذا هو العدد الأكبر . لا 
At Lue‏ تحدي(* V,‏ .$( 

أعد حل المسألة السابقة باستبدال "دولار" ب"خمسين سنتًا" ماذا عن "خمسة 
وسبعين سنتًا"؟ 
مسأل )0.1١.5(‏ 


يقف ثلاثة رجال على دائرة وعيونهم مغلقة. وضعنا طاقية على رأس كل 
منهم. لون كل طاقية Lol‏ أحمر أو أسود وهذه المعلومة يعرفها الرجال. بعد ذلك 
يقوم الرجال بفتح عيونهم 2 اللحظة نفسها. والرجل الذي يرى طاقية حمراء يرفع 
يده. أول رجل يعرف لون الطاقية التي على رأسه يكون هو الرابح. ما الذي يحصل إذا 
كانت اثنتان من الطواقي حمراوين والثالثة سوداء S‏ 
الحل: 

هذه مسألة سهلة: لنفرض أن الرجال هم C B A‏ . ولنفرض أن الطاقية 
على رأس C‏ هي السوداء. Ley‏ أن الطاقيتين الأخريين حمراوان فإن الرجال ASSEN‏ 
سيرفعون أيديهم. الآن» الرجل A‏ سيرى أن الطاقية على رأس الرجل C‏ سوداء. 
وسيبرر استحالة أن يكون لون الطاقية التي على رأسه سوداء: 

لأنها لو كانت سوداء فإن 7 لا يرفع يده. ومن ثم يستنتج A‏ أن طاقيته 
حمراء. وبالمثل» يبرر 8 أن طاقيته حمراء بصورة مشابهة. 

إذن» يكسب A‏ أو B‏ (الأسرع 2 رفع يده). الرجل Loin C‏ سيكون الخاسر لأنه 
سيرى لون طاقية كل من A‏ و B‏ وهي حمراء ig‏ كل منهما رافع يده ومن ثم فهو 
يستنتج إمكانية أن يكون لون طاقيته حمراء أو سوداء ولا يستطيع تحديد اللون. لأ 
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(1.4. £) tlie 

أعد حل المسألة السابقة إذا كان لون الطاقية التي على رأس كل منهم 
حمراء؟ 
الحل: 

لنفرض أن الرجال هم C B A‏ من الواضح أن الرجال الثلاثة سيرفعون 
أيديهم OY‏ كل منهم سيرى طاقية حمراء (2 الحقيقة هما طاقيتان حمراوان). لنفرض 
أن A‏ كان الأسرع 2 رفع يده. سيقول A‏ أن طاقيته حمراء لأنها لو كانت سوداء OLB‏ 
B‏ سيعلم أن الطاقية التي رأسه لا يمكن أن تكون سوداء لأنها لو كانت سوداء فإن € لا 
يمكن أن يكون رافعًا يده. إذن» لو كانت طاقية A‏ سوداء لاستطاع B‏ أن يستنتج أن لون 
الطاقية التي على رأسه لابد من أن تكون حمراء. وبالمثل» سيكون تبرير C‏ بما أن A‏ 


كان أسرع من 8 و C‏ برفع يده فإنه يستنتج أن طاقيته حمراء ويكسب. لا 


(V. y. تحدي(*‎ AT Live 

أعد حل المسألة السابقة إذا كان عدد الرجال أربعة وكل من الطواقي التي 
على رؤوسهم حمراء [إرشاد: ما العلاقة بين هذه المسألة والمسألة )6,0,1( 5[ 
مسأل )£ .1 CA.‏ 

اشترى سائحان نسختين من التمثال نفسه (السائحان لا يعرفان بعضهما 
البعض). وضع كل منهما تمثاله ب كرتون منفصل وتم شحنهما على رحلة 
الطيران نفسها. أضاعت شركة الطيران كلا التمثالين. قدم كل منهما طلبًا 
للشركة للتعويض عن تمثاله ولم يكن لدى أي Lagia‏ فاتورة شراء تبين دمن التمثال. 
ولهذا وضع كل منهما Lied‏ تقديريئًا لتمثاله (لم يتفقا على مبلغ لأنهما لا يعرفان 
بعضهما البعض). ald‏ الموظف المسؤول 2 شركة الطيران بتبليغ كل من السائحين 
أنه يتوقع وصول طلب كل منهما وسيتم تقسيمه على النحو التالي: 


55 


(i)‏ مبلغالتعويض يج بألا تحتوي على كسور من الدولارات ويجب أن تكون 
القيمة من 5 دولارات إلى 200 دولار. 
(ii)‏ الشخص الذي يطلب المبلغ الأقل سأعتبره صادقًا وستدفع له الشركة المبلغ 
الذي طلبه مضاقًا إليه 3 دولارات مكافأة على أمانته. 
(iii)‏ الشخص الذي يطلب المبلغ الأكبر سأعتبره كاذبًا وستدفع له الشركة 
المبلغ الذي طلبه الشخص الآخر مخصومًا die‏ مبلغ 3 دولارات Lilac‏ له 
على عدم أمانته. 
2 حالة أن يكون المبلغان متساويين يعامل الشخصان كما 2 الحالة (111). 
على افتراض أن المسافرين يتمتعان بالذكاء نفسه؛ ما الإستراتيجية المثلى التي 
يتبناها كل منهما ؟ 
الحل: 
من الواضاح SLES GO)‏ قن انطافرة يزد الحصول على أكبر مبلغ ممكن. 
نرمز للمسافرين بالرمزين A‏ و hal. B‏ طلب كل منهما مبلغ 200 دولارفإن كلا 
منهما سيحصل على 197 دولارًا. كلاهما يعرف ذلك. وبمعرفة ذلك قرر المسافر 
A‏ أن من صالحه طلب 199 دولارًا. وباستخدام B‏ الأسلوب نفسه وتوقعه أن 
يستخدم A‏ هذا الأسلوب فإنه قرر أن يطلب مبلغ 198 دولارًا. 
ولكن المسافر A‏ سيفكر بالأسلوب الذي فكر فيهالمسافر B‏ # الفقرة 
السابقة وأنه يتوقع أن يكون 8 قد فكر بالطريقة نفسها فإنه سيطلب مبلغ 197 
دولارًا . وياستخدام الاستقراء الإرجاعي تجد أن كلد من المسافرين سيطلب مبلغ 5 
دولارات ومن ثم سيحصل على دولارين. E‏ 
يحتوي التحليل المستخدم لحل المسألة السابقة على بعض المشكلات وهو 
مثال على وضع يحدث غالبا 2 نظرية الألعاب» حيث يستخدم كلا اللاعبين تبريرا 
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صحيحاا تكون نتيجته غير مرضية. إن ما يحدث هنا ما هو إلا وجهة نظر: إذا استطاع 
كل من اللاعبين معرفة ما يدور بذهن اللاعب الآخر وإذا تواصل اللاعبان مع 
بعضهما البعض فإن النتيجة ستكون أفضل من ذلك. ويما أن كلاً من اللاعبين 
يحاول خداع الآخر فإنهما يتبنيان إستراتيجية ستقودهما إلى خسارة. للاطلاع على 
المزيد من التفاصيل على هذا النمط من المسائل انظر: [MON]‏ واقرأ معضلة السجين 
(prisoner's dilemma)‏ (انظر: أيضًا التمرين رقم (VA)‏ من تمارين الفصل السايع). 
مسأل تحدي )£ (A. V,‏ 

حاول إيجاد تبرير مختلف لإيجاد حل للمسألة السابقة تكون نتيجته مرضية 


لأحد اللاعبين على الأقل ؟ 


(ye, N, E) تحدي‎ Atle 

تجرى اللعبة التالية بين لاعبين. يوضع يبنهما كوم من السنتات عددها 50 
سنتًا. يتناوب اللاعبان الأدوار. الخطوة الواحدة هي أخذ اللاعب سنتًا واحدًا أو سنتين 
من الكوم. تنتهي اللعبة عندما يتم استنفاد جميع السنتات أو أن يأخن أحد اللاعبين 
سنتين مرة واحدة (أي إذا أخذ لاعب سننًا واحدًا فاللعبة مستمرة وما عدا ذلك تتوقف 
اللعبة). 

ما الإستراتيجية المثلى التي يتبناها اللاعب الأول للحصول على أكبر عدد 
من السئتات؟ 

البند التالي يقدم تفاصيل أكثر عن موضوع الألعاب. 

(Y. £)‏ الألعاب 
Games‏ 


نتناقش 2 هذا البند عدد من مسائل الألعاب وشبيهة الألعاب. اكتسبت 


مؤخرًا نظرية الألعاب دورًا مهما 2 التفكير التحليلي الحديث. تعد الدراسات التي 
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قدمها فون نيومان ومورغنسترن Legba 2 (Van Neumann and Morgenstern)‏ 
[MON]‏ من أوائل الدراسات التي ألقت الضوء على أهمية نظرية الألعاب. لن نقدم هنا 
تطبيقات على نظرية الألعاب ونركز فقط على الألعاب نفسها . 
مسأل )£ Y.‏ .1( 

هذه اللعبة بين لاعبين. تبدأ بوضع فيشات متمائلة عددها 30 . خطوة 
اللاعب هي AS)‏ عدد من 1 إلى 6 من هذه الفيشات. اللاعب الذي يأخن الفيشة 
الأخيرة هو الرابح. ما إستراتيجية اللاعب الأول التي تضمن له الربح S Leila‏ 
الحل: 

لنفرض أن اللاعب الأول هو 4 وأن اللاعب الثاني هو 8 . نصمم إستراتيجية 
تضمن ريح اللاعب A‏ . فكرة الإستراتيجية هي العمل إرجاعيئًا (أي البدء من الآخر). 
من الواضح أن A‏ يرغب 4 أن تكون خطوته الأخيرة عندما يكون عدد الفيشات 
المتبقية لا يزيد على 6 . ويهذا يأخذها جميعًا ويضمن أن يكون هو الرابح. بهذا 
سيواجه اللاعب B‏ 2 خطوته الأخيرة (الخطوة التي تسبق خطوة A‏ الأخيرة) has‏ 
من الفيشات بحيث عند أخذه أي عدد منها يتبقى عدد لا يزيد على 6 aie.‏ 
A bash‏ ويربح. 

إذا كان عدد الفيشات قبل أن يلعب B‏ خطوته الأخيرة هو 8 على سبيل 
المثال فإنه سيأخن فيشة واحدة ويبقي أمام اللاعب A‏ 7 فيشات فهذا وضع ليس ب2 
صالح A‏ لأنه لا يستطيع أخذها جميعًا مرة واحدة. والوضع يكون glia‏ لو بقيت 
فيشات عددها أكبر من أو يساوي 9 أمام 7 . لذا فالإستراتيجية التي تضمن فوز 4 
2 اللعبة هو أن يتبقى B aloi‏ سبع فيشات قبل أن يلعب خطوته الأخيرة. لاحظ أن 
على 8 أخن فيشة واحدة على الأقل و6 فيشات على الأكثر وبهذا يبقى أمام A‏ 


عدد من الفيشات لا يزيد على 6 يتناولها ويفوز. 


- 344 - 


أساليب حل المسائل 


باستخدام هذا التبرير الإرجاعي واستخدام المنطق نفسه نجد أن 24 الخطوة 
الرابعة قبل الأخيرة يرغب A‏ 2 أن يبقي للاعب B‏ 14 فيشة. عندئن» بغض النظر 
عن عدد الفيشات التي سيأخذها 8 (1 إلى 6).» يكون بإمكان A‏ أخذ متمم هذا 
العدد (بالنسبة للعدد 7( ب2 الخطوة الثالثة قبل الأخيرة ويبقى للاعب 28 ”7 
فيشات. وبهذا يحصل A‏ على إستراتيجيته الرابحة hel‏ سبيل المثالء إذا أخذ B‏ 
ثلاث فيشات من 14 فيشة فإن A‏ سيأخد أربع فيشات]. 

بتكرار هذه الإستراتيجية نجد أنه 4 الخطوة السادسة قبل الأخيرة يرغب A‏ 
أن يبقي للاعب 8. 21 فيشة. و2 الخطوة الثامنة قبل الأخيرة يرغب A‏ أن يبقي 
للاعب B‏ 28 فيشة. 

بهذا نكون قد وجدنا الإستراتيجية الرابحة للاعب 4 : خطوة 4 الأولى هي 
أخن فيشتين وإيقاء 28 فيشة للاعب D‏ . الآن» مهما كان عدد الفيش التي سيأخذها 
8 (1 إلى 6) فإن A‏ سيآخذ متمم هذه الفيش بالنسبة للعد 7 2 خطوته التالية. 
وبهذا يبقى B aloi‏ 21 فيشة. ومهما كان عدد الفيش التي سيأخذها D‏ 2 هذه 
الخطوة فإن A‏ سيأخن متتم العدد ويبقى أمام B‏ .14 فيشة بعد ذلك مهما كان 
العدد الذي سيأخذه B‏ فإن A‏ سيأخد متتم هذا العدد ويبقى T B alai‏ فيش. 
عندئن» نكون قد وصلنا إلى الخطوة الأخيرة حيث مهما كان العدد الذي سيأخذه B‏ 
2 هذه الخطوة فإن بإمكان A‏ أخن ما تبقى من الفيشات ويفوز. Ll‏ 
At Live‏ تحدي )£ (Y.Y,‏ 

هل يمكنك تصميم إستراتيجية للمسألة السابقة تضمن فوزاللاعب الثاني ؟ 


ماذا لو بقي اللاعب الأول متمسكًا بالإستراتيجية التي تبناها 2 حل المسألة السابقة؟ 


مسأئي )£ (Y.Y.‏ 
تنفن هذه اللعبة على قطعة مستطيلة مقسمة إلى 8 مريعات متجاورة كما 


هو مبين 2 الشكل رقم .)١11١(‏ قبل البدء 2 اللعب يكون وضع القطع الثلاث كما هو 
مبين بے الشكل. 


© © © | | | 
شكل رقم OY‏ 

الخطوة هي تحريك قطعة واحدة فقط إلى مريع مجاور باتجاه اليسار. 
يمكن تحريك القطعة من مريع عليه أكثر من قطعة. تنتهي اللعبة عند وضع 
القطع الثلاث 2 المربع أقصى اليسار. الفائزهو من يلعب الخطوة الأخيرة. ما 
الإستراتيجية التي تضمن فوز اللاعب الأول ؟ 
الحل: 

ليكن A‏ هو اللاعب الأول و 8 هواللاعب الثاني. ارسم الشكل على قطعة 
من الورق واستخدم ثلاث قطع نقود معدنية متماتلة. جرب أن تلعب عدد من المرات 
مع نفسك أو مع صديقك. ماذا تلاحظ؟ مهما حاولت فإن اللاعب A‏ هودائمًا 


الفائز. ما السبب وراء ذلك ؟ 


لاحظ أن القطع تتحرك فقط إلى الأمام (اليسار) ولا يمكن تحريكها إلى 
الخلف (اليمين). رقم القطع من اليسار إلى اليمين بالأرقام 1ء 2» 3 OWI.‏ لإنهاء 
اللعبة فإنالقطعة 1 تتحرك ثلاثة مريعات والقطعة 2 تتحرك خمسة مريعات 
والقطعة 3 تتحرك سبعة مريعات. ويهذا يكون العدد الكلي للخطوات هو 
5 = 7 + 5 + 3 . من الخطوات ال 15 للعبة تكون خطوات اللاعب A‏ هي: 1ء 23 
65 611.967 13ء 15 .أي أن اللاعب A‏ يلعب الخطوة الأخيرة (الخطوة 15( مهما 
كانت الحركات قبل هذه الخطوة. وبهذا فإن A‏ سيفوز. وبهذا فإننا نستنتج من 
التحليل السابق أن أي إستراتيجية هي إستراتيجية رابحة للاعب 4 . U‏ 


أساليب حل المسائل 


مسألت Y, E)‏ ,4( العب3 صينيت تقليدي”م] 

تحتاج هذه اللعبة كومين من الفيش ليس بالضرورة أن يكون عدد الفيشات 
2 إحداهما مساويًا لعدد فيش الكوم الآخر. تلعب هذه اللعبة بين لاعبيّن. الخطوة 2 
هذه اللعبة هي إما: 

(i)‏ أخن أي عدد من الفيش من أحد الكومين. أو 

(ii)‏ أخن عددين متساويين من الفيش من الكومين معًا. 
الفائزهواللاعبالذي يأخن آخر فيشة من الكومين. أعط مثالين على 

موقف رابح (winning position)‏ . أعط مثالين على موقف خاسر .(losing position)‏ 

الحل: 

حل هذه المسألة لا يحتاج إلى خيال واسع. Lol‏ نعرف ما نقصده بموقف رابح 
وموقف خاسر. الموقف الرابح هو موقف يواجه اللاعب ويخوله للفوز fa)‏ لعبه اللاعب 
بحرفية. أما الموقف الخاسر فهو موقف يواجه اللاعب ويقوده إلى الخسارة Éj‏ كانت 
الطريقة التي سيتبعها (على فرض أن اللاعب الآخر سيلعب بحنكة). 

)1,0( هو موقف رابح تافه 2 لعبة هذه المسألة. )1,0( يعني وجود فيشة 
واحدة 4# الكوم الأول وعدم وجود فيش 2 الكوم الثاني. وهو موقف رابح GY‏ بإمكان 
اللاعب أن يأخذ فيشة الكوم الأول وينهي اللعبة استنادًا إلى (1). وموقف رابح تافه 
آخرهو (K,0)‏ حيث k‏ عدد صحيح موجب OF‏ اللاعب ينفذ (1) ويأخذ جميع فيش 
الكوم الأول وعددها /. 

اعتبرنا أن الموقفين السابقين تافهين لأنهما يؤديان مباشرة إلى الفوز 2 
اللعبة. أما الموقف الرابح غير التافه فإنه موقف يواجه اللاعب وعندئن يكون على هذا 
اللاعب وضع خطة بحيث يسمح للاعب الآخر بتنفيد خطوة واحدة على الأقل (قبل 


أن يضمن فوزه). 


syp 


بالاستعانة بالفقرة السابقة نرى أن أي موقف (7,7-1) حيث 2 < j‏ هو 
موقف رابح. يستعين اللاعب الذي يواجه هذا الموقف بالقاعدة asi (ii)‏ 1- ز 
فيشة من كل كوم. عندئن» يفرض على اللاعب الآخر أن يواجه الموقف )1,2( وهذا 
موقف يؤدي إلى خسارة اللاعب الآخرأيًا كانت القاعدة التي سيتبعها: 
)١(‏ إذا أخن اللاعب فيشة واحدة من كل كوم فإنه يبقى )0,1( ومن ثم يفوز 
اللاعب الأول. 
(Y)‏ إذاأخن اللاعب الآخر جميع فيشات الكوم الأول فإنه يبقى )0,2( ومن ثم 
يفوزاللاعب الأول. 
(e)‏ إذاأخد اللاعب الآخرفيشة واحدة من الكوم الثاني فإنه يبقى (1,1) ومن 
ثم يفوزا للاعب الأول. 
(e)‏ إذا أخن اللاعب الآخر جميع فيشات الكوم الثاني فإنه يبقى )1,0( ومن ثم 
يفوزاللاعب الأول. 
ely‏ على ما تقدم نجد أن أي موقف (1k)‏ حيث 2 > k‏ هو موقف رابح OY‏ 
اللاعب الذي يواجه هذا الموقف يأخن 2 - ۸K‏ فيشة من الكوم الثاني ويبقى الموقف 
الخاسر (1,2) أمام اللاعب الآخر. 
أثناء Dala‏ مواقف رابحة وجدنا أيضا أن الموقف (1,2) (أو (2,1)) هو موقف 
خاسر. 
أيضًا )3,5( موقف خاسر. لرؤية ذلك دعنا ندرس جميع الخيارات الممكنة أمام 
اللاعب الذي سيواجه هذا الموقف. 
° إذا اخذ اللاعب فيشة واحدة من الكوم الثاني فإنه يبقي أمام اللاعب الآخر 
الموقف )3,4( وهذا الموقف هو موقف رابح كما رأينا سايق . 
° إذا أخن اللاعب 2 فيشة من الكوم الثاني فإنه يبقي أمام اللاعب الآخر الموقف 


)3,3( وهذا موقف رابح استنادًا إلى القاعدة )11( 


Vien 
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ل إذا أخن اللاعب 3 فيشات من الكوم الثاني فإنه يبقي أمام اللاعب الآخر 
الموقف )3,2( وهذا الموقف الرابح (j +1, j)‏ الذي رأيناه سايقًا. 

o‏ إذا أخن اللاعب 4 فيشات من الكوم الثاني فإنه يبقي أمام اللاعب الآخر 
الموقف )3,1( . عندئن» يقوم اللاعب الآخريأخن فيشة واحدة من الكوم الأول 
فيبقى أمام لاعبنا الموقف الخاسر (2,1) . 

e‏ إذا أخن اللاعب جميع فيشات الكوم الثاني )5 فيشات) فإنه يبقي الموقف 
الرابح )3,0( أمام اللاعب الآخر. 

4 إذا أخن اللاعب فيشة واحدة من الكوم الأول فإن اللاعب الآخريأخن‎ e 
. )2,1( فيشات من الكوم الثاني ويبقي أمام لاعبنا الموقف الخاسر‎ 

° إذا أخن اللاعب 2 فيشتين من الكوم الأول فإن اللاعب الآخريأخن 3 فيشات 
من الكوم الثاني ويبقي أمام لاعبنا الموقف الخاسر )1,2( . 

° إذا أخذ اللاعب جميع فيشات الكوم الأول فإنه يبقي أمام اللاعب الآخر 
الموقف الرايح )0,5( . 

ل بقي أمامنا اختبار الحالات التي يأخن فيها لاعبنا عدد متساو من الفيشات من 
الكومين. وهذه الحالات مماثة لما سبق وأن بيناه ونترك تفاصيلها للقارئ. لأ 

(0. Y, £) تحدي‎ At Live 
دائما ؟‎ puld هو موقف‎ (k,k + 2) هل الموقف‎ 

(A.Y, £) تحدي‎ At Live 
لدينا كوم من الفيشات عددها 15 . يتناوب لاعبان تنفين خطوات هذه‎ 

اللعبة. الخطوة هي أخن 1 أو 2 أو 3 فيشات من الكوم. اللاعب الفائزهو من يكون 

بحوزته 2 نهاية اللعبة عددًا فرديًا من الفيشات. صمم إستراتيجية فوز لكل من 


اللاعبين. 


Ez 


مسال )£ [Hanoi tower-($ 931 Tol (Y.Y.‏ 
يوضح الشكل رقم YY)‏ الوضع الابتدائي للغز "برج هانوي" المشهور 
ايستخدم قراصنة الشبكة الإلكترونية الإستراتيجية التي سنقدمها لدراسة هذه 


المسألة كنموذج لتدوير أشرطة أنظمة الحاسبات الاحتياطية]. 
Hy‏ & 


شكل رقم (YY)‏ 
لدينا أربع أقراص مختلفة الأحجام مركبة على الأسطوانة الواقة أقصى 
اليسارركما هو مبين 2 الشكل رقم (VY)‏ الهدف هو نقل جميع الأقراص إلى 
الأسطوانة الواقعة أقصى اليمين بحيث يكون ترتيبها 2 الوضع النهائي هو نفس 
ترتيبها 2 الوضع الابتدائي باستخدام القواعد التالية: 
يتم نقل القرص الأعلى من أي أسطوانة إلى أي أسطوانة أخرى بشرط ألا 
يسمح بوضع قرص أكبر Lome‏ أعلى قرص أصغر Lome‏ ما الإستراتيجية التي 
تمكننا من إنجازذلك ؟ 
الحل: 
نبدأ بحل المسألة الأبسط عندما يكون لدينا قرصان فقط. 
- الخطوةالأولى: نقل القرص الأصغر إلى الأسطوانة الوسطى. 
- الخطوةالثانية: نقل القرص الأكبر من الأسطوانة أقصى اليسار إلى 
الأسطوانة أقصى اليمين. 
- الخطوة الثالثة: نقل القرص الأصغر من الأسطوانة الوسطى ووضعه أعلى 
القرص الأكبر +24 الأسطوانة أقصى اليمين ونكون قد انتهينا. 


ننتقل الآن للحالة التي يكون فيها عدد اللأقراص يساوي 3 . رقم هذه الأقراص 
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من الأصغر إلى الأكبر بالأرقام 1: 2: 3 وافرض أن 6B A‏ € هي الأسطوانات أقصى 
اليسارء 4 الوسط؛ أقصى اليمين على التوالي. نفن الخطوات التالية: 

.)0 على‎ law (1) 

(۲) ضع2 على 8. 

.B ضع ]1 على‎ (ry) 

C ضع 3 على‎  )4( 

2 أننا استطعنا لحد الآن وضع 3 2 مكانه الملائم أقصى اليمين ووضعنا 1 و‎ daa Y] 


۲ 


بالترتيب الصحيح 2 الوسطء؛ وهذا مماثل لما قمنا بعمله 2 حالة القرصين]. لإكمال 
الحل: 
(o)‏ ضع 1 على A‏ 
 )5(‏ ضع 2 أعلى 3 على C‏ 
(۷) ضع 1 أعلى 2 على C‏ 
ويهذا نكون قد أنجزنا المهمة. 

ننتقل الآن إلى حالة الأريعة أقراص. نفرض الآن أن الأقراص مرقمة من 
الأصغر إلى الأكبر بالأرقام 1» 2: 3 4 . سنقوم الآن يأسلوب مماثل لحالة الأقراص 
الثلاثة وننقل القرص 4 إلى الأسطوانة € ونبقي الأقراص 1ء 2:2 3 مرتبة على 
القرص A‏ أوالقرص 8 . 


)1( ضع ]1 على 8. 
(؟) ‏ ضع2 على C‏ 
Ý (r)‏ ضع] على .C‏ 
)2( ضع 3 على B‏ 
(لاحظ هنا أن 4 أصبح حرا ويجب نقله إلى (C‏ 
(o)‏ ضع 1 على A‏ 


و 


.8 ضع2 على‎  )5( 

.2 ضع ]1 على‎ (y) 

(الآن C‏ فارغة و 1: 62 3 مرتبة على (B‏ 

۸) ضع 4 على C‏ 

٩‏ أنقل 1ء 2 3 إلى C‏ مستخدمًا خطوات حالة الأقراص الثلاثة» ونكون قد 


انتهينا من حل حالة الأقراص الأريعة. Ll‏ 


) 


لاحظ أن eo‏ مسألة أسهل قبل التوصل لحل مسألتنا الأساسية لم يكن مجرد 
تمرين» ولكنه أرشدنا إلى الطريق السليم وأتاح لنا فرصة استخدام الحالة الأسهل 
لتنظيم أسلوب حلنا للمسألة. كما أن حل حالة القرصين سهّل Lide‏ حل حالة 
الأقراص الثلاثة بطريقة سهلة وبارعة. وأخيرًا حل حالة الأقراص الثلاثة جعل شرح حل 
حالة الأريعة أقراضن gud‏ 
At line‏ تحدي (A.V. t)‏ 

حل مسألة برج هانوي لخمسة أقراص. 
AT Live‏ تحدي(: (A. Y,‏ 

جد خوارزمية لتحويل مسألة برج هانوي بعدد ۸ من الأقراص إلى مسألة 
بعدد (1- (k‏ من الأقراص. 
مسأل تحدي )£ (e. Y,‏ 

بين إمكانية حل مسألة برج هانوي بعدد ۸ من الأقراص بعدد من الخطوات 
لا يزيد على 1 — 2.2 Aaa‏ جد خوارزمية قابلة للبرمجة (يمكن تنفيذها على 
حاسب آلي). هذه الخوارزمية ستكون مشابهة للخوارزمية التي نقدمها 2 البند )1,0( 
لحل بعض مسائل المريعات السحرية. 


5 00 
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(y. Y, £) Athi 
لدينا رقعة مربعة طول ضلعها / مقسمة إلى ”۸ مربع وحدة (كما 2 رقعة‎ 
على مربعات الرقعة‎ (checkers) من أحجار الداما‎ k الشطرنج). هل من الممكن وضع‎ 
بحيث لا يسمح بوضع حجرين 2 صف واحد وعمود واحد ولا يسمح يوضع أي من‎ 

الأحجار على أي من القطرين؟ 
الحل: 

يكون من المناسب عادة محاولة حل المسألة لبعض الحالات الخاصة. من 
الواضح أن الرقعة من النوع 2 ×2 بسيطة وليست ذات قيمة. لذا نبدأ بحالة الرقعة 
من النوع 33 . لوضع حجرداما 2 العمود الأول فإننا لا نستطيع وضعه 2 الصف 
الأول (لأنه سيكون على قطر) ولنفس السبب لا يمكن أن يكون 4 الصف الثالث. إذن» 
يجب وضعه 4 الصف الثاني من العمود الأول. لذا فالحجرالذي سيوضع 4 العمود 
الثاني يجب أن يوضع إما 2 الصف الأول أو الصف الثالث Y)‏ يمكن وضعه 2 الصف 
الثاني لأنه سيكون على قطر). ويما أن هذين الوضعين متماثلين فسنفترض أننا 
وضعناه 2 الصف الأول والعمود الثاني. عندئذ» حجر العمود الثالث لا بد من أن 
يوضع 2 الصف الثالث» وهذا مستحيل (لأنه سيكون على عمود). ولهذا نستنتج 
استحالة حل المسألة للرقعات من النوع 3 ×3 . من الطبيعي هنا الاعتقاد باستحالة 
حل المسألة لجميع الرقعات. ولكن دعنا نجرب حلها لرقعة من النوع 4 × 4 . يعد 
القيام ببعض المحاولات القليلة نجد أن وضع الأحجار 2 المواقع (3,1)ء (1,2)ء (4,3)» 
)2,4( تحقق شروط المسألة [هنا الموقع (J, j)‏ يعني الصف 7 والعمود J‏ ويتم ترقيم 
الصفوف من الأعلى إلى الأسفل والأعمدة من اليسار إلى اليمين]. 

نعدل الآن المسألة على النحو التالي: إذا كانت الرقعة من النوع kX k‏ حيث 
k < 4‏ فإنها ستحقق شروط المسألة. نستخدم الاستقراء لإثبات ذلك لكن بإجراء 


بعض التعديلات البسيطة. 


-Y-A = 


مسائل في المنطق 


بينا إمكانية حل المسألة لرقعة من النوع 4 × 4 . Sole‏ حل المسألة بنفسدت 
للرقعات من الأنواع 5 ×5 و 6 ×6 و 7 × 7 أوانظر للحلول التي يقدمها الشكل رقم 
(vy)‏ 


شكل رقم CY)‏ 


نبرهن الآن العبارة التالية: إذا استطعنا حل المسألة لرقعة من النوع ۸ × ۸ فإنه 
يمكن حلها لرقعة من النوع (4 + X (k‏ (4 + ) .لرؤية ذلك قمنا برسم رقعة من النوع 
k‏ × ۸ داخل رقعة من النوع )4+ (k + 4( × (k‏ كما هو مبين 2 الشكل رقم (NYE)‏ 
gU HHL‏ 
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شكل رقم OYE)‏ شكل رقو (Y0)‏ 
بعد ذلك نقوم بوضع / من الأحجار 2 الأماكن الرابحة على الرقعة من 
النوع ۸ × ۸ . الآن أضف 4 أحجار على الرقعة من النوع )4+ ۸) × (4 + (k‏ 2 
المواقع )1,2( )2,1( (4 ل 3,۸ + (k‏ (3 ل 4,5 + (k‏ كما هو مبين 2 الشكل رقم 
(١؟1).‏ وبهنا كوخ قد any‏ علا اة )4+ .(k + 4 x(k‏ 


J- ٠١5 - E 
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ويهذا نكون قد أنهينا الحل بأربع خطوات: 
)١(‏ باستخدام حل الحالة 4 ×4 نحصل على حل للحالات 4,8,12,16,٠٠٠‏ = ۸ . 
(Y)‏ ياستخدام حل الحالة 5 × 5 نحصل على حل للحالات -,5,9,13,17 = ۸ . 
(۳) ياستخدام حل الحالة 6 6 نحصل على حل للحالات 


.k = 6,10,14,18,---‏ 
(E)‏ وأخيرًا باستخدام حل الحالة 7×7 نحصل على حل للحالات 
.k = 7,11,15,19,---‏ 
وبالتالي فإن المسألة صحيحة لكل 4 < /. لا 


(N.Y, £) تحدي‎ At line 
بشرط‎ kX k هل من الممكن وضع ۸ من أحجار الداما على رقعة من النوع‎ 
أن نضع على كل صف حجر واحد فقط وعلى كل عمود حجر واحد فقط وعلى‎ 

(Y. ٤(‏ تتبع المسارات والتعلم من النوعيي 
Tracing Routes, and Learning From Parity‏ 
ندرس 2 هذا البند بعض أشهر مسائل الرياضيات البسيطة. بعضها يتعلق 
بتتبع الممرات كما 2 المسألة التالية: 
مسأل )£ .۳ .۱) 
لدينا شكل هندسي مبين 2 الشكل رقم .)۱١١(‏ 


| | 


| 


شكل رقمو )057 


ا 


هذا الشكل مكون من 16 قطعة مستقيمة (أضلاع). هل يمكن إيجاد ممر 
متصل يمر بكل من القطع المستقيمة مرة واحدة فقط؟ [ملحوظة: لا يسمح بمرور 
الممرمن رأس» لكن يسمح فقط بالدخول أو الخروج من منطقة ياستخدام نقاط ضلع 
داخليها. 

هذه المسألة حيرت أجيال عديدة. سنرى بعد قليل أن هذه مسألة مستحيلة 
الحل حيث لا يمكن إنشاء مثل هذا الممر وسنستخدم لذلك تبرير منطقي سليم. ومع 
ذلك فإن بعض الأشخاص الذين يرفضون التبريرات الرياضية لم يتبعوا من محاولة 
إيجاد هذا الممر. تذكر دائما أن "حل" مسألة باستخدام برهان رياضي يعتبر من أدوات 
علم النفس OF‏ الغرض من وراءه هو إقناع القارئ Obs‏ الحل صائب. 
الحل: 

لاحظ أن المستطيل الكبير 4 الشكل مقسم إلى خمس مناطق» ثلاثة منها 
(العلوي الأيسر والعلوي الأيمن والسفلي الأوسط) عدد أضلاع كل منها فرديًا 
(خمسة أضلاع). الحقيقة المهمة هنا عن كون عدد أضلاع منطقة U‏ فرديًا هي: إذا 
بدأ ممرمن U‏ فإنه لن ينتهي 2 U‏ وإذا يدأ poo‏ خارج U‏ فإنه سينتهي 2 .هذه 
الخاصية مهمة las‏ وتحتاج إلى توضيح. 

Nii atin ait‏ أن V‏ منطقة عدد أضلاعها يساوي 2 . تذكرأن الشرط هو قطع 
كل من الأضلاع مرة واحدة فقط. إذا بدأ الممرمن داخل V‏ فإنه عند قطع ضلع لأول 
مرة سيخرج من 7 .٠لآن»‏ استخدمنا أحد الضلعين» لذا يبقى ضلع واحد يقطعه الممر 
ويعود إلى داخل V‏ (لاحظ أن الممر حسب الشرط يجب أن يقطعه 4# نهاية المطاف). 
وبهذا فالممر لن يخرج مرة أخرى من داخل V‏ لعدم وجود أضلاع أخرى يقطعها. أي أن 
الممرسينتهي داخل المنطقة V‏ 

تبرير الحالات التي يكون فيها عدد الأضلاع يساوي 4 أو 6 أو أي عدد زوجي 
مماثل: 
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إذا بدأ ممر من داخل المنطقة فإنه سينتهي داخل المنطقة» وإذا بدأ الممرمن 
خارج المنطقة فإنه سينتهي خارجها. 

التبرير للمناطق التي لها عدد فردي من الأضلاع هو العكس Lobes‏ لنفرض 
أن W‏ منطقة عدد أضلاعها 3 . ولنفرض أن poll‏ بدأ داخل W‏ أول خطوة تكون بأن 
يقطع الممرأحد الأضلاع ويصبح خارج 2.7 وقت لاحق (ليس بالضرورة مباشرة) 
سيقطع pol!‏ ضلع آخر من أضلاع W‏ ويصبح داخل W‏ . لاحظ أن يبقى ضلع واحد 
من أضلاع W‏ لم يقطعه الممر. لذا فعند قطعه لهذا الضلع سينتهي الممر خارج W‏ 
لعدم وجود أضلاع أخرى يقطعها ليعود إلى داخل W‏ 

تبرير المناطق التي عدد أضلاعها 5 أو T‏ أوأي عدد فردي مشابهه تماما. 

نرجع الآن إلى مسألتنا. يوجد ثلاث مناطق أعداد أضلاعها فردية ولتكن 
Ea Ey E‏ إذا بدأ ممر من نقطة خارجة عن الثلاث مناطق جميعًا فإنه سينتهي 
داخل كل من هذه المناطق (وهذا ما بيناه سابقًا)؛ وهذا مستحيل OY‏ داخل المناطق E;‏ 
Scans‏ کی ملعن أن رضن اناسنا الممرمن نقطة داخل منطقة واحدة من هذه 
المناطق ولتكن Hy‏ . وبهذا فإنه يبدأ بنقطة خارجة عن كل من By‏ و By‏ . وكما بينا 
سابقا فإن الممرينتهي بنقطة خارج Y) ٨,‏ يوجد تناقض (Lia‏ وأيضا ينتهي بنقطة 
داخل كل من Hy‏ و Hy‏ » وهذا تناقض لعدم وجود نقاط مشتركة بين داخل Hy‏ و E,‏ 

والتبرير مشابه تمامًا لو يدأ الممرمن نقطة داخل Fy‏ أوداخل ٤‏ . 

مما سبق نرى استحالة أن يبدا الممرمن أي نقطة من نقاط الشكل. وبهذا 
نخلص إلى استحالة إنشاء مثل هذا الممر. لا 

لاحظ أهمية استخدام "النوعية" 2 حل المسألة السابقة. استخدمنا مفهوم 
النوعية للتفريق بين وجود عدد فردي أو عدد زوجي من الأضلاع. إذا حاولت حل المسألة 
على النحو التالي: "يمكن أن تبدأ بقطع هذا الضلع ثم بعد ذلك تتجه إلى الأعلى 


E 


مسائل في المنطق 


وتقطع ذلك الضلع. OY!‏ لدينا خياران؛ Le)‏ الاتجاه إلى اليسار أو الدوران والاتجاه إلى 
الناحية الأخرى. الآن» لدينا أربعة خيارات وهكذا". بالتأكيد ستصاب بنوع من الإحباط 
لأنه من الصعب جدًا أن تتذكر جميع الخيارات والتفرعات. وبهذا ستقتنع أن استخدام 
النوعية (تذكر مسألة تغطية أرضية الحمام ببلاط التي سبق وأن قدمناها 2 الفصل 
الأول) يوفر عليك الكثير من التعقيدات ويقودك إلى حل سريع. بالطبع؛ يكمن أن 
يستخدم مبرمج جيد الحاسب الآلي لاستنفاد جميع الخيارات. 

نقدم GYI‏ مسألة تشبه المسألة السابقة التي لها أيضنًا أهمية تاريخية حيث كان 
أول من قدم ve‏ لها هو العالم الرياضي المشهور ليونارد أويلر (Leonhard Euler)‏ الذي 
عاش 2 الفترة بين عامي 1707 9 1783 . بعض المؤرخين ربطوا بداية التبولوجيا 
المستوية لهذه المسألة. 
Lual (Y.Y, E) Atle‏ الجسور السبعض]. 

توجد سبعة جسور .2 مدينة سانت بطرس بيرغ الروسية التي سميت بمدينة 
لينينغراد بعد الثورة الروسية. [البعض يدعي أن عدد الجسور ثمانية ولكن لمسألة 
الثمانية جسور حل مختلف كما سنرى لاحقًا]. الشكل رقم (VYV)‏ يبين هذه الجسور. 


الجسور السبعت لمدينة سانت بطرس بيرغ 
شكل رقم OW)‏ 


اناب 
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هل من الممكن إنشاء ممر متصل يقطع كل من الجسور مرة واحدة فقط؟ 
الحل: 

المناطق المظللة 2 الشكل هي مناطق مائية ومناطق اليابسة والجسور غير 
مظللة. لاحظ أن كل من مناطق اليابسة الأربعة ترتبط بعدد فردي من الجسور. لذا 
فإن الوضع هنا يشابه وضع المسألة السابقة: إذا بدأ ممرمن منطقة يابسة فإنه لن ينتهي 
على المنطقة اليابسة. 

كتمرين» أكمل الحل لإثبات عدم إمكانية إنشاء ممر يحقق شرط المسألة.لأ 
At Live‏ تحدي )8 (Y.Y,‏ 

الشكل رقم (VA)‏ يبين مدينة سانت بطرس بيرغ بوجود ثمانية جسور. 


شكل رقم OYA)‏ 


أثبت OYI‏ إمكانية إنشاء ممر متصل يقطع كل من الجسور مرة واحدة 
فقط. كم عدد الطرق المختلفة لحل هذه المسألة؟ 


(2. Y, £) تحدي‎ At live 


السابقة بحيث يمكن إنشاء ممر متصل يقطع arom‏ هذه الجسور؟ 


- Y\e - 


مسأئي )£ .۳ alul )٥.‏ تويد-1020 [Sam‏ 
يبين الشكل رقم )114( عدة حروف يمكن استخدامها لتكوين الجملة: 
“WAS IT A CAT I SAW”‏ 
ابدأ عند أي ضلع واستخدم الحروف حرقًا حرقًا على الشكل بحيث تقرأ الجملة. كم 
عدد الطرق المختلفة لإنجازذلكت؟ 


€E »> حلم دن سم هم سم هن‎ f 
£ اسم وم > هم با وين‎ pn <> 2 
Eun هنم‎ << OF He OP 2# 
<> يم لس م > هوم سم من‎ Š 
4> تاه ور لام ون‎ > £ 


شكل ركمو )154( 


الحل: 

إذا حاولت عد جميع الممرات الممكنة فإنك سرعان ما تتوصل إلى صعوية 
ذلك. لذا لا بد من وجود فكرة لحل هذه المسألة. 

محاولة خاطئة هي: Les‏ أن الجملة تنتهي بكلمة "SAW"‏ ومن ثم بالحرف "W"‏ 
فإنها لا بد من أن تنتهي عند ضلع. وبالمثل؛ الجملة تبدأ بكلمة "WAS"‏ ومن ثم VAG‏ 
بالحرف "W"‏ فإنها لابد من أن تبدأ عند ضلع. ate‏ حروف W‏ عند كل ضلع يساوي 
24 . كل جملة ستبدأ وتنتهي بهذا الحرف وكل من البدايات والنهايات ممكنة. إذن؛ 
عدد الطرق الممكنة لقراءة الجملة هو 572 = 24 × 24 . 
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العدد الذي حصلنا عليه 4 الفقرة السابقة ليس هو العدد الصحيح (أصغر 
بكثير من العدد الصحيح)؛ لأننا لم نضع 2 عين الاعتبار أن الجملة متناظرة 
(si. (palindrome)‏ أنه يمكن قراءتها من اليمين إلى اليسار أو من اليسار إلى اليمين. 
ولكي نتوصل إلى العدد الصحيح نحتاج إلى: (1) البدء بحرف عند ضلع (11) التحرك 
إلى المركز لتحصل على الجزء "WAS IT AC"‏ ومن ثم ارجع إلى النقطة التي بدأت 
gis‏ لتحصل على الجزء "ATI SAW"‏ 

وبالعد بهذا الأسلوب نجد أن هناك 252 طريقة مختلفة للبدء يحرف عند 
ضلع والانتهاء بالمركز (نترك لك إيجاد هذا العدد كتمرين). وبالطبع يوجد 252 
طريقة مختلفة للبدء من المركز والانتهاء عند ضلع. لذا فالممريتألف من ممر من 
النوع الأول متبوعا بممر من النوع الثاني. إذن» عدد الممرات المختلفة يساوي 
63504 — 2527 . وهذا العدد أكبر بكثير من التخمين الأول وهو 576 .لأ 

انشغل المهتمون بحل الألغازيفكرة الجمل المتناظرة لعدد من السنوات. أطول 
جملة متناظرة مرت على المؤلف هي: 

GO HANG A SALAMI I'M A LASAGNA HOG 


يحتوي الرابط: 
http:/www.cs.brown.edu/people/nfp/palindrome. html‏ 


على العديد من أمثلة الجمل المتناظرة ومعلومات عن كيفية إنشائها . 
مسألت تحدي(* (Y,‏ 

يبين الشكل رقم )+11( ثلاثة أكواب زجاجية موضوعة على مائدة لاحظ أن 
الكوب الأوسط مقلوب والأيسر والأيمن بالوضع الاعتيادي. الخطوة هي قلب كوبين 
Las‏ الهدف هو جعل الأكواب الثلاث بوضع اعتيادي (الفتحة للأعلى). أثبت 


استحالة الوصول إلى هذا الهدف. 


ا 


UDU 


شكل رفم )+¥\( 

(V.Y. £) مسأل‎ 

نقول إن نقطة 2 الفضاء ثلاثي البعد R?‏ هي نقطة شبكية إذا كانت 
إحداثياتها أعدادًا صحيحة. خذ أي 9 نقاط شبكية 4 الفضاء R?‏ . عدد القطع 
المستقيمة التي تصل بين كل نقطتين منها يساوي 36 الماذا؟). أثبت وجود قطعة 
الحل: 

ERE EE أن تقطن تف فة ف ته قر كاه‎ ya 
ola B = (1,1,1) و‎ A = (0,0,0) إذا كانت‎ ORTE ليست باالضرورة نم‎ 
: نقطة المنتصف هي‎ 


ليست نقطة شبكية. إن السبب وراء ذلك يعود إلى مالاحظة أن نقطة منتصف 
A = (a,b,c)‏ و (0',5',0) = B‏ هي: 


“م جم b+b'‏ هيه | - م 
l Irar‏ 
ولكي تكون O‏ نقطة شبكية فإنه يجب أن يكون كل من CHE gb+b gata‏ 
عددًا زوجيئًا. أي أن © و a!‏ (وبالمثل 5 و 6b!‏ » و “© ) Le‏ أن يكونا زوجيين معلا أو أن 
يكونا فرديين Lae‏ 


لنفرض أن © يقابل "زوجي" و 0 يقابل "فردي". عندئن؛ الخيارات الممكنة 


- ۷ - 
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لنوعية نقاط الفضاء الشبكية هي: 
(e,e,e) (e,e,0) (e,0,0)‏ 
(e,o,e) (0,0,0) (0,0,e)‏ 
(0,e,e) (0,e,0)‏ 
وعددها 8.ولكن 2 المسألة لدينا 9 نقاط شبكية» ومن ثم لا بد من وجود نقطتين Lag!‏ 
النوعية نفسها. وبهذا تكون نقطة منتصف هاتين النقطتين نقطة شبكية أيضًا. O‏ 


vasli مسائل حسابيي‎ )٤. ٤( 
Mysterious Arithmetic Problems 


2 هذا البندء نقدم صنضًا من المسائل ينسب إلى الرياضي الإنجليزي بيرويت 
(Berwick)‏ الذي عاش 2 المنتصف الأول من القرن الماضي» ومن الممكن أن تكون قد 


ظهرت قبل بیرویڪ يعدد من السنوات. 


)١. ٤. £) Atkins 
لنفرض أن لدينا عملية الجمع التالية:‎ 
LET S 
+ WAV E 
LATER 


حيث الحروف المختلفة تقايل خانات مختلفة مأخوذة من الخانات 9,--2,0 ,0,1 . وقوع 
الحرف مرتان أو أكثر (مثل 4 ) يقابل الخانة نفسها. السؤال هنا هو إيجاد جميع 
الخانات. 
الحل: 

نبدأ بالحرف L‏ من حروف الكلمة «LATER‏ 


هذا الحرف ناتج عن حمل من جمع LHW‏ . ويما أن L‏ ناتج عن عملية جمع 


-YA - 


1 هي‎ L لا يزيد على 9 فإن القيمة الوحيدة التي سيأخذها‎ Legis وكل‎ W و‎ L 
. مع لل ). إذن: 1 = بآ‎ E (حتى مع وجود حمل عند جمع‎ 

W=8,L=1loyA=0 om‏ أو 9 = ۷ . إذا كان 8 = W‏ فإنه 
يوجد حمل من جمع E‏ مع A‏ . وبما أن 0 = A‏ فإن 9 = E‏ ونكون مجبرين على 
حمل من جمع T‏ و V‏ لكي لا تكون E = T‏ . ولكن هذا لا يساعد لأنه بعد الحمل 
ستصبح قيمة T‏ تساوي 0 ولكن الصفر مأخوذ )0 = W # 8 wal. (A‏ وبهذا 
يكون 9 = W‏ . عندئن» نكون قد توصلنا إلى الوضع: 

1ET S 


+ 90V E 
10 TT ER 


الآن» مهما كانت قيمة E‏ فإن قيمة T‏ تساوي 1+ E‏ (من الحمل لجعل 
E‏ + 1 ). كما أن ٤‏ = ۷ + 1 . لكن هذا ممكن فقط إذا كان 9 = V‏ (وهذا 
مستحيل OY‏ 9 قد أخد سابقًا). إذن» 8 = V‏ »ويجب أن ينتج حمل عن جمع S‏ 
وال . لدينا الآن: 


lo =‏ هت 
Hilo &‏ 
[joo 43‏ 
ص IH‏ لع 


+ 
1 
لاح ظ أن T42‏ لأنه لو كان 2 = T‏ فإن 1 = E‏ وهذا سبق أن تم 


استخدامه. 


إذا كان 3 E = 2 ob T=‏ ونحصل على: 


© |O سم‎ 
ه)| دن‎ po 
N |o دن‎ 
T lv ص‎ 


a 
1 


-yyte 
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بما آنه سبق استخدام 8 و 9 فإن ۲ > 5 . ولكن لا يمكن أن ينتج حمل عن 
2+ 5. لذا فإن 3 2و 1 . 
إذا كان 4 E = 3 ob T=‏ ونحصل على: 
5 4 3 1 
3 8 90+ 
2 3 4 10 
وهذا مستحيل لأنه لو كان 7 = 5 فإنه 0 = (ag. R‏ سبق أن استخدم 
Lai‏ إذا كان 6 = 5 فلا ينتج حمل عن جمع 3 + 5 . إذن» 4 T= 5 teas. TA‏ 
مستحيل بالأسلوب نفسه ونتركه كتمرين للقارئ. 
دعنا نجرب 6 = T‏ . عندئن؛ 5 = E‏ ويكون: 


الفرق هنا هو أن 7 = S‏ 


نترك لك OLS)‏ استحالة أن يكون 7 = T‏ . أما 8 T=‏ فهو مستحيل لأنه 


مأخوذ سايقًا. ويهذا نكون قد وجدنا الحلّ الوحيد للمسألة. لا 
(Y. ٤. ٤(يدحت AT Live‏ 
اتبع خطوات حل المسألة السابقة لحل مسألة الجمع: 
+ 
M‏ 
المسألة التالية مختلفة وذات صعوية متوسطة: 


= ا 


(Y. ٤. £) Atkins 
مسألة القسمة التالية» وضعنا * لطمس الأعداد:‎ 2 
3 


* 
x X |X * JO 


x 


* * |[* OOj% OO 
XX * | * N عد‎ 
x |X * 


x 
يمكن تحديد كل من الأعداد المطموسة بطريقة وحيدة باستخدام المعلومات‎ 
المعطاة. جد الأعداد المطموسة.‎ 


الحل: 
نبد Yai‏ بإعطاء حروف للأعداد * لسهولة الرجوع إليها: 
d W5a 8‏ 
السطر الأول 9 bcec9|6d8e f‏ 
السطر الثاتي 9 3 1 م 
السطرالثالث k 91m‏ 
السطرالرابع no4 P‏ 
السطرالخامس و 4 r‏ 
السطرالسادس tu vw‏ 


لاحظ oi‏ أن 0٥9 = tuvw‏ × 3 (السطر السادس). إذن» w = T‏ مع ناتج 
حمل يساوي 2 . ولكن CHA‏ و T‏ = س = و . ويما أن السطر الثالث هو 049 × 5 


نجد أن 5 = م . ويكون الآن لدينا الوضع التالي: 
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السطر الأول 
السطرالثاني 
السطرالثالث 
السطر الرابع 
السطرالخامس 
السطرالسادس 


r 


> Bla 8 


T 
7 


u 


Co |% 


t 


الآن» 9 = m‏ (لأن 4 = 5 9). إذن» 9 = f‏ . لاحظ أيضنا أن 8 = a‏ 


وذلك OY‏ الخانة الأخيرة (أقصى اليمين) من السطر الثاني هي 2 . لذا فإن 9 = J‏ 


Cot‏ الآن: 


السطرالأول 
السطر الثاني 
السطرالثالث 
السطر الرابع 
السطرالخامس 
السطرالسادس 


e 99 
2 

l 9 
4 5 
r 47 
u 47 


Ww |w‏ | فى 


1 


0 4 


oO 
O |00 
Qa 


h i 


لاح ظ أن 7 = و وأن 6 = ۸ . إذن» 7 ح ‏ أو 8 = 0 . إذا كانت 8 b=‏ 
ola‏ 6792 = ۸192 وأن 4245 = 7045 ونحصل على: 


= ¥P¥ 2 


3 5 8 
السطر الأول 97 هم 8 8 491/6 8 
السطر الثاني 2 9 67 
السطرالثالث 19 9م 

السطرالرابع 5 4 2 4 
السطرالخامس 7 4 م 9 

TEE السطرالسادس‎ 


لدينا الآن مشكلة k OY‏ يجب أن يكون 4 . وهذا يعني أن 2 = 4 . لكن عملية 
طرح السطر الثاني من السطر الأول ستكون خاطئة GY‏ السطر الثاني صغير جد . 
إذن» لا يمكن أن يكون 8 = b‏ . إذن» 7 = b‏ ونحصل على الشكل: 


3 5 8 
السطرالأول 97 6d8e‏ |49 8 
السطرالتاني 2 9 9 5 
السطرالثالث 9 { 9 / 

السطرالرابع 5 4 7 3 

q r 4 * السطرالخامس‎ 

السطرالسادس 7 4 2 2 


نكون الآن قد وجدنا خارج القسمة والمقسوم عليه ومن ثم بضريهما نحصل 
على العدد 638897 . ومن السهل الآن الحصول على باقي الخانات. U‏ 

نقدم الآن مسألة بيرويكت وهي ليست أعقد من المسألة السابقة» لكنها تحتاج 
إلى خطوات أكثر للحصول على الحل. يمكن القول: إنها أشهر مسألة من هذا 
النمط. 


= $F i= 
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مسأل )٤. ٤ ٤(‏ أبيرويك] 
2 عملية القسمة التالية طمسنا جميع GOLAN‏ ما عدا العدد T‏ . جد هذه الخانات. 


ko k kx Tx 


x * |X جد‎ |* 
جد *| * چ‎ |* 
* + IX» + |X * |X NIN 


x % IN NIX * | * #« 


x 


غذ| |X * |X KX‏ چ |X‏ چچ |X‏ چ هد 
|X NIX &‏ عد | + +( + * 
جد IN * | * |X‏ عد x‏ 

* ينم‎ |X ين‎ |X * 

* *| ينم * 


x 
+ نستبدل كل من العلامات‎ [DOR] انظر‎ (Dorrie) الحل: باتباع الحل الذي قدمه دوري‎ 
برمز ليسهل الرجوع إليهاء كما أننا نرقم الأسطر.‎ 


af TIS 
ONveloaolAB 7T CDEFGHTI 

JKLMN O 

PQR ST 7U السطرالثالث‎ 

WXY 7 1' ,( # السطرالرابع‎ 


a 7 bcd e السطرالخامس‎ 
1 7 8 ط‎ 1 j السطرالسادس‎ 
k rm no Pd السطرالسايع‎ 
ros 68 1 7 vyw السطرالتامن‎ 
salit السظر‎ 
السظر العاشو‎ 


HE 


نرمز للقاسم (العدد المقسوم (ade‏ بالرمز D‏ . العدد 0 4 D‏ يجب أن يكون 
1 لأنه لو كان 2 سنجد أن ate‏ خانات TX D‏ يساوي 7» لكن هذا العدد يساوي 6 
كما هو مبين 2 السطر السادس. 

يما أن عدد خانات الباقي 2 السطر الثالث يساوي 6 هي "201151 فإن 
gt oy P= [1‏ كان غير ذلك سنضرب القاسم D‏ 4 العدد AB7CDE‏ مرة أخرى. 
وللسبب نفسه نجد أن 1 = >[ . من ذلك نجد من الطرح أن 1 = W‏ و1 - 7. 

لا يمكن أن يكون القاسم (1 أكبر من 199979 ولا يمكن أن يكون 7 أكبر 
من 9. ولذا فالسطر الثامن وهو حاصل ضريهما لا يمكن أن يزيد على 1799811 . 
على وجه الخصوص 8 > S‏ . الآن» 7 يمكن أن يكون فقط 9 أو 0 (لأنه ناتج طرح T‏ 
من 7( لكنه لا يمكن أن يكون 9 (لعدم وجود خانات 2 السطر التاسع أسفل r‏ و 5). 
إذن» 0 = 7 . ولكن 1 = k‏ إذن» 0 = و . لاحظ أيضًا أن 1 = k‏ و 0 = 7 يؤدي 
إلى 1+ f‏ = » . إذن» 8 > / . من ذلك نرى أن السطر السادس لا يمكن أن يزيد 
على STghij‏ . 

إذا كان 3 < ۶ فإنه مهما كانت الخانات الأخرى يجب أن يكون D‏ على 
الأقل 130000 G09.‏ ثم فالسطر السادس الناتج من حاصل الضرب TX D‏ يجب أن 
يكون أكبر من 900000 . ولكننا سبق وأن استثنينا ذلكت. إذن» 7 هو 0 أو 1 أو 2 . 0 
لا يمكن أن يساوي 0 لأنه لو كان يساوي صفرا فإن السطر الثامن لا يمكن أن يكون 
مكونًا من 7 خانات. وإذا كان N‏ يساوي 1 فان V‏ يساوي 0 أو 1 لأنه لو كان v‏ على 
الأقل 2 D old‏ × 7 (حاصل ضرب الخانة الثالثة من خارج القسمة 2 القاسم) يجب أن 
تكون TXU‏ وهذا عدد مكون من خانتين وبهذا يجب أن ينتج عنه حمل. ولكن لا يمكن أن 
تكون الخانة الثانية من السطر السادس تساوي 7 . إذن» ا إما أنه 0 أو 1 .إذا كان v‏ 
يساوي 0 فإن القاسم سيكون صغيرًا Y)‏ يمكن أن يحتوي السطرالثامن على سبع 


خانات). إذن» نه يجب أن يساوي 1 . 
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بفرض أن ا يساوي 1 فإن القاسم يكون 1112706 . السطر الثامن هو حاصل 
ضرب هذا العدد بالعدد Y‏ . لهذا يجب اختيار ع و © و 7 ليكون عدد خانات السطر 
الثامن يساوي سبعة. وهذا يحتم أن يكون 7 يساوي 9 . ولكي تكون الخانة الثالثة 
(من اليمين) من السطرالثامن تساوي T‏ يجب أن يكون 0 = E‏ أو 9 = 6.لكن 
E = 0‏ مستحيل لأنه لو كان كذلك GLa‏ عدد خانات السطر الثامن سيكون ست 
خانات. كما أن 9 = E‏ مستحيل Cees‏ لأنه لو كان ڪذلڪ سيبدآ السادس 
بالخانات 783 . بهذا نكون قد توصلنا إلى استحالة أن يكون 1 = U‏ 

Lica‏ نلخص الآن ما وجدنا. أردنا أن نرى فيما إذا كان N‏ يساوي 1 . وإذا 
كانت كذ لك Old‏ ا تساوي 0 أو 1» ولكننا استبعدنا هذين الخيارين للخانة ‏ . 
إذن» 7 لا يمكن أن تكون 1 . واستبعدنا أيضا أن تكون تساوي 0 . إذن» الخيار الوحيد 
هو أن 2 = [7. وبمعرفة ذلك نجد مباشرة أن 8 = f‏ ومن ثم 9 = 0. 

الآن» الخانة الثالثة له من D‏ يجب أن تكون 4 أو 5 oF‏ 12600 × 7 أكبر 
من السطرالسادس وأن 12600 × 4 أصغر من السطر السادس. وبالمثل» يما أن 
x 124000‏ 9 أكبر من السطر الثامن cig‏ 126000 × 7 أصغر من السطر الثامن 
فإن Y‏ يجب أن تساوي 8. لنرى الآن آي من 4 أو 5 يساوي SLi. U‏ 
x 124979 < 1000000‏ 8 فإن 4 = ا سيناقض السطرالثامن. إذن» 5 = U‏ 
الشكل التالي يلخص ما وجدناه لحد الآن: 


ب 


السطرالثالث 
السطر الرابع 
السطرالخامس 
السطر السادس 
السطرالسابع 
السطرالثامن 
السطرالتاسع 
السطرالعاشر 


م 8 ”7 هس 


125e7o/AB?TCDEFGHI 


TP 
TP 


e 


p 


JKLMNO 


TQR ST 7U 


H 


TXY ZTQ 
97 bat 
8 78h 
7 Om n 
TO tu 

x y 
x JV 


الآن» السطر الثامن يساوي 125670 × 7 وأن الخانة الثالثة من هذا السطر 


هي ٦‏ . إذن» € يساوي 4 أو 9 (جرب فقط الخيارات الممكنة). ولكن لا يمكن أن تساوي 


E‏ العدد 49 لأن 2 هذه الحالة سيكون 726125970 if fam‏ للسطر السادس: وهذا 


حبير. إذن» 4 = E‏ . وك هذه الحالة يجب أن يكون }0,1,2,3,4{ © o‏ (احذف 


الخيارات الأخرى OY‏ الخانة الثالثة من حاصل الضرب 72125470 8 يجب أن تكون 
7).وأي كانت القيمة التي تساويها ا فإنها ستؤدي إلى أن 8 = و ؛وذلك من 
X 125470 = 878 * * *‏ 7 . 


بالمثل» من السطر الثامن لدينا * * 10037 = 125470 X‏ 8 ومن ثم OLS‏ 


0 ع- ‏ وق ع :. 


Las‏ أن 212540 8 = D‏ × 3 يعطينا الخانة السايعة من السطر الرايع 


.9 و 7 ×9 فإن © إما 8 أو‎ 8× D العددين المكونين من 7 خانات هما فقط‎ ig 


الآن» 0 = او gi ew. fll‏ 1= م ع k‏ و0 ح و دج نجدأن 


Vs 
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1 < 70 . ولكن 8 = و و 9 > 0 يؤدي إلى أن 1< «7 . إذن» 1 = m‏ . ويهذا فإن 
9 = 5 وإن 1 T=‏ .ومن ذلك ومن 2000 > 2xD‏ (السطرالتاسع) نجد أن 
1= 6. كما أن 2 -P 0 27 T 4 22 5 <Y‏ 


الشكل التالي يلخص ما توصلنا إليه: 


af 7 8r 
r254TolABTCDEFGHG 

JKLMN 0 

TQR ST 7U السطرالثالث‎ 

rXY ZTOQL السطرالرابع‎ 
9 7“ 5 ©» 0 © السطرالخامس‎ 
8 7” 8 ط‎ 1 J السطرالسادس‎ 
x On وص‎ Pq السطرالسايع‎ 
r 0 0 3 7 vw السطرالتامن‎ 


n 
3 

السطرالتاسع To‏ 4 5 2 7 
السطرالعاشر ى ) 4 5 2 


T 


تدكرأن }0,1,2,3,4{ € ٦‏ . إن هذا يؤدي على التوالي إلى أن 
vw = 60,68, 76, 84,92‏ 
opq = 290,297, 304, 311,318‏ 
الآن» يعتمد فيما )13 كان D‏ يساوي 8 أو 9 نجد: 
Qu = 60,68, 6, 84, 2‏ 
أو 
Qu = 30, 39, 48, 57, 66‏ 


وبهذا لدينا عشر خيارات. وباستخدام الأسطر من التاسع إلى الثالث نجد أن 


-YYA - 


مسائل في المنطق 


G = 8 a =3‏ يتفق مع أن الخانة الثالثة 2 السطر الثالث هي T‏ . عندئن؛ نجد أن 
«XYZTOu = 003784 «cde = 944 «hij = 311 «nopq = 6331 .vw = 84‏ 
QRST7U = 101778‏ . وبهذا تأخد المسألة الشكل التالي: 


arl 8 r 
12547 314 2 7 ) 12 228 4 73 


JKLMN 0 
ae a Tee السطرالثالث‎ 
r00 3 7 84 السطرالرابع‎ 
9 7 9 94 4 السطر الخامس‎ 
8 7 8 37 + السطر السادس‎ 
rT Ow 63 3 r السطرالسابع‎ 
r 0037 8 4 السطرالتامن‎ 
7 25 4 73 السطرالتاسع‎ 
m 25473 السطرالعاشر‎ 


فقط الذي يعطي عددا خانته الثالثة هي 7 (قارن السطر الثالث). إذن» 5 = ».من 


ذل نجد أن: 


. AB7CDE = 737542 و‎ JKLMNO = 627365 


وبهذا نحصل على الشكل التالي: 


AS 
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58781 

12547373754 28 4 13 
62736 5 
11017 78 
10037 84 
979 94 

878 31 
101 63 
100 37 
1 25 
125 


em Boo wl] e 
N NJA بم‎ 


3 
3 
تأكد من أن جميع خطوات القسمة صحيحة وبهذا نکون قد وجدنا جميع 

الخانات المطموسة لا 


)2 .0) مفاجتات 
Surprises‏ 


توجد بعض المسائل التي يعتبرها العديد من الأشخاص بما فيهم المتمرسين 
بحل المسائل على أنها ليست Old‏ قيمة ومن ثم يتجاهلونها. قدمنا مثل هذه المسائل 2# 
البنود السابقة. فمثلاً المسألة Y, Y)‏ ,£( بينت أن احتمال أن يكون لشخصين من بين 23 
شخصا يوم الميلاد نفسه أكبر من نصف. والمسألة )۸,١,۳(‏ بيلنت أنه إذا قسمنا 
مجموعة من ورق اللعب إلى ثلاثة أقسام ووضعناها مقلوبة على مائدة فإن احتمال أن 
تكون أحد الأوراق العلوية صورة أكبر من نصف. نقدم 2 هذا البند مسائل من هذا 
النوع. 
مسأل )1.0.2( اتحتاج إلى تفاضل وتكامل] 

لديك عدد غير محدود من أحجار الدومينو as‏ كل منها 2 ×1 بوصة 


مريعة وغرفة طولها 10 أقدام يدون سقف. بدأنا بوضع الأحجار على أرض الغرفة 


ا 


(من بداية حائط) فوق بعضها البعض كما هو مبين 2 الشكل رقم )1( هل يمكن 
الاستمرار على هذا المنوال لتصل إلى الحائط الآخر الذي يبعد 10 أقدام عن الحائط 


الأول من دون أن تسقط الأحجار ؟ 


_ = 
شكل رقم (NN)‏ 
الحل: 
مفتاح حل هذه المسألة هو ملاحظة إنه إذا رتبنا الأحجار بحيث يكون طول 
الجزء من الحجر 7 غير المرتكز على الحجر 1 - J‏ يساوي A;‏ بوصة فإن عزم القصور 
الذاتي للحجر J‏ هو: 


f ptdt 


حيث م هي الكثافة الخطية لأحجار الدومينو . ولغرض التبسيط نفرض أن 
1 = م . عندئن» يكون عزم القصور الذاتي للحجر J‏ يساوي: 
2 
X‏ 
2 
إذا وضعنا N‏ من الأحجار على النمط المبين 2 الشكل رقم )۱١١(‏ فإن عزم 
القصور الذاتي للنظام هو : 


wavy 


1-2 


مک | دم 


Soe 
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[لاحظ Loi‏ بدأنا عند 2 = رز oy‏ الحجر الأول موضوع مباشرة على اة 


الغرفة ويمكن تجاهل عزمه لعدم وجود تأثير له 2 حل المسألة]. 


. 6 Ë . 
dale ويصورة‎ Az =A E #عبدد كاجمت موجو‎ a oe 
عندكك:‎ . Aj = Â 
1 
N N 
قلحو دير‎ -25 
2 2 
J=2 j=2 J 
N هذا المجموع يتقارب إلى عدد منته يعتمد على © ولكنه لا يعتمد على‎ 
ولكن مجموع الأطوال:‎ 
N N . N} 
L= 9A =) -=c = 
j=2 j=2]  j=23 


يزداد من دون حدود مع الزيادة 2 .N‏ 

إذا كان c‏ عددًا موجبًا صغيرًا hie‏ فإنه يمكن جعل عزم القصور صغيرًا 
جدًا. لذا فمن الممكن اختيار © صغيرًا صغرًا كافيًا بحيث يمنع وقوع الأحجار. ولكن 
المجموع L‏ يكبر بدون حدود. ومن ثم تصل الأحجار إلى أي طول نرغب به. 

إجابة السؤال "نعم". أي يمكن أن تصل الأحجار إلى مسافة 10 أقدام عن 
الحائط الأول. Ll‏ 
thine‏ تحدي ٤(‏ .۵ .۲) أهذه iua‏ صعبة] 

جد تقديرًا لعدد الأحجار اللازمة للوصول من حائط إلى حائط على طول 
Ad pal!‏ كما هو هبين 2 اشا تة السايقة اإوشاد+ العدد اللظلوب كبر pasda fukn‏ 
الحاسب الآلي لإجراء بعض المحاولات). 


إجابة المسألة التالية ليست مفاجتة ولكن المفاجئة سنجدها أثناء الحل. 


TE 


Atle‏ )£ .0.؟) 
تقترب عربتا قطار من بعضها البعض كما هو مبين 2 الشكل رقم (rY)‏ 


D 


ae 


20 م 7 5 5 


شكل رقم (MY)‏ 

المسافة بينها 2 البداية تساوي 20 ميلا. يسير كل Logis‏ بسرعة 10 أميال 2 
الساعة. 2 لحظة بداية تحركهما تحركت ذيابة أمام أحدهما بسرعة 15 ميلاً 2 
الساعة. عند وصول الذبابة إلى مقدمة العربة الثانية تقفل عائدة باتجاه العرية 
الأولى. استمرت على هذا المنوال ذهابا وإيابًا إلى أن تمّ سحقها عند تقابل العريتين. 
ما المسافة الخطية التي قطعتها الذبابة ذهابًا وإيابًا قبل أن تلقى مصيرها؟ 

هذه إحدى المسائل المشهورة التي استمر تداولها بين عشاق الألغاز لفترة لا 
تقل عن خمسين Lele‏ عندما طرحت على جون فانن نيومان (أحد أذكى العلماء 
والذي اهتم Casi‏ بحل المسائل 2 القرن الماضي) استغرق حلّه لها بضع ثواني فقط. 
اعترف Las Y‏ أنه ald‏ بحساب المسافات غير المنتهية التي قطعتها الذبابة (ذهابا وإيابا 
وذهابًا وهكذا) ومن ثم وجد مجموع هذه المسافات. نقدم هنا خلا يتناسب مع مستوى 
هذا الكتاب: إن للعمل الجاد أهمية خاصة ويحقق نتائج 2 غالب الأحوال ولكن الفكرة 
الذكية تختصر الكثير من الجهد. 
الحل: 

ما المسافة التي تقطعها كل من العريتين قبل لقاءهما؟ هذا أمر سهل حسابه 
لأن المسافة بينهما تساوي 20 مناد وکل وتوا يسير بسرعة 10 ميل 2 الساعة. لذا 
ڪل منهما يسير 10 أميال قبل التصادم. آي الزمن اللازم للتصادم هو ساعة واحدة. 


PEs 
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ولكن» خلال هذه الساعة تكون الذيابة قد قطعت مسافة 15 Sieg‏ لا 


)٤. 0. £) Atkins 
طوقنا خط استواء سطح الأرض بسلك فولاذي مشدود حول خط‎ Lai تخيل‎ 
TERA الاستواء. سيكون طول هذا السلك 25000 ميل. لنفرض الآن أننا أضفنا‎ 
للسلك كافيًا لكي يكون أعلى سطح الأرض بمقدار قدم واحد فقط. (مع الاستمرار‎ 
للسلك لكي يتحقق ذلك ؟‎ DLS بتشكيل عروة دائرية متصلة). ما مقدار الطول‎ 
انفرض لحل هده المسألة أن الأرض كروية وأن السلك المشدود جيدًا حول خط‎ 

الاستواء يشكل دائري]. 
الحل: 

إذا جارينا خيالنا المفرط لتصور الوضع فإننا سنعتقد أننا يحاجة إلى أميال 
عديدة من السلك الفولاذي لرفع سطح الأرض نصف بوصة. الحل الذي نقدمه هنا 
يبين الفرق بين الخيال والتفكير التحليلي. إننا لا نقلل من قيمة التخيل ولكن يمكن 
استخدامه فقط كمؤشر للحل. 

لنفرض أن R‏ هو نصف قطر الأرض عند خط الاستواء مقاسًا بالقدم وأن 
المحيط هو C‏ . عندئذ» 2777 = C‏ . المطلوب هنا هو زيادة نصف القطر بمقدار قدم 
واحد. أي استبدال R‏ بالمقدار R = R41‏ . لنفرض أن C‏ هوالمحيط الجديد. 
إذن» © - OC‏ هو مقدارالفولاذ الذي يجب إضافته إلى الطوق ليكون 1 قدم أعلى 
سطح الأرض. من ذلك نجد أن: 

C = 2rR' = 2r(R +1) = 2717 +27 

إذن» 27 = OC’ —C‏ . ونخلص إلى أنه يلزمنا إضافة 6.28318 oud 27 œ~‏ 

من الفولاذ لإنجازالمهمة. لا 


عا 


(0,0, £) تحدي‎ At Live 
تخيل أن سطح الأرض عبارة عن كرة تمت تغطيتها تمامًا بقطعة كروية من‎ 
البلاستيك. ما مساحة البلاستيك بالقدم المريع اللازمة إضافتها بحيث يصبح‎ 
واحدًا أعلى سطح الأرض؟ [اعتبر أن نصف قطر‎ Lond الغطاء البلاستيكي الكروي‎ 

الكرة الأرضية يساوي 4000 ميل]. 
At Line‏ تحدي ٤(‏ .1.0( [هذه مسألي [apne‏ 

لنفرض أن Vy‏ هو حجم كرة الوحدة }1< ||| : {x € RY‏ 4 الفضاء 
الإقليدي. RY‏ (بعده N‏ ).أثبت أن 0 > Vy‏ عندما 00 +- N‏ . هل يبقى ذلك 
صحيحا للمساحة السطحية لكرة الوحدة 4 الفضاء RY‏ ؟ 
At Live‏ تحدي )£ .7.0) [هذه مسأل سهلت] 

ليكن Vy‏ كما 2 مسألة التحدي السابقة. فسر لماذا كلما ازدادت قيمة N‏ 
يتمركز حجم كرة الوحدة أكثر فأكثر عن السطح الخارجي للكرة. 


- Yo - 


أساليب حل المسائل 
تمارين على Laadi‏ الرابع 


)١(‏ حل مسائل الحساب المعماة التالية. 2 كل من هذه المسائل الحروف المختلفة 
تقابل أعدادًا صحيحة مختلفة والحروف المتشابهة تقابل عددًا صحيحًا 


واحدًا. 
أ( DON A LD‏ 
R E R A L D‏ + 
ROBERT‏ 
WRONG‏ 
(ب) 
W RON G‏ + 
R IGH T‏ 
SEVEN‏ 
رج( 
E IGH T‏ + 
T W L V E‏ 
ONE‏ 
د 
O N E ©)‏ + 
TWO‏ 
N E (3)‏ 0 
F 0 U R‏ + 


E 


©) 


ABC 
(5) 

+ DEF 

GH 

GDA 
j 
FPB (3) 

TF © 
(A BOM)” = A 70 + 11 (z) 
AB x CDE = FGHI (4) 


2 كل من مسائل الحساب المعماة التالية» كل حرف من الحروف × 2 
الفقرة الواحدة يقابل خانة مختلفة (من الخانات 60 1» 2:2 ..., 9). مطلوب 
أيضنًا أن تكتشف العملية الحسابية ب كل فقرة. 


(i) 


X X X 
F X X 
X XXX 1 

(i 
X X 2 
Te X X 
XX XK X X 

5 
X X X 
E X X 
XX X 8 X 


- FV - 
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0) 


($) 
($) 


00 


(a) 


+ 
PS PX 
mA ص‎ PX 


X XXX 
هل يصادف أول السنة الميلادية يوم السبت أكثر من يوم الأحد أويوم الأحد‎ 
“٩ أكثر من يوم السبت‎ 
أي يوم من أيام الأسبوع يقع الثلاثين من الشهر أكثر ما يمكن ؟‎ 2 
تحتاج هذه اللعبة إلى لاعبين يتناوبان خطوات اللعبة» مائدة مستطيلة» عدد‎ 
كاف من الفيش الدائرية المتطابقة. يتناوب اللاعبان يوضع الفيش على‎ 
تخرج أي‎ Wig المائدة (فيشة واحدة £ كل خطوة) بشرط ألا تتقاطع الفيش‎ 
فيشة عن حافة المائدة. اللاعب الفائزهو من يضع الفيشة الأخيرة. اقترح‎ 
إستراتيجية يفوز فيها اللاعب الأول.‎ 
يوجد من بين ركاب القطار المتجه من نيويورك إلى واشنطن ثلاث ركاب‎ 
أسمائهم: سميث وبراون وبيتر. بمحض الصدفة كانت أسماء مهندس‎ 


القطاروسائق القطار والنادل هي: سميث و براون و بيتر (ليس بالضرورة بهذا 


المترجمان: تتكون السنة الميلادية العادية من 52 أسبوعًا ويومًا واحدا. Loi‏ السنة الكبيسة 
فتزيد Logs‏ واحدًا هو التاسع والعشرين من فبراير. جميع السنوات التي تقبل القسمة 
على 4 هي سنوات كبيسة ما عدا السنوات التي تقبل القسمة على 2.100 هذه الحالة 
تكون السنة كبيسة فقط إذا قبلت القسمة على 0 . فمثلاً 0 ليست سنة كبيسة 


ولكن 2000 سنة كبيسة. 


«WK 


(y) 


الترتيب). أيضًا تتوافر المعلومات التالية: 

.١‏ يسكن الراكب سميث 2 نيويورك. 

؟. يسكن سائق القطار 4ك مدينة تقع 2 منتصف الطريق بين نيويورك 
وواشنطن. 

*. الراكب الذي يحمل اسم السائق يسكن واشنطن. 

4. راتب الراكب الذي سكنه هو الأقرب إلى سكن السائق ثلاثة أمثال راتب 
السائق. 

0. الراكب براون يتقاضى 2000 دولار كراتب شهري. 

5. أحد أفراد طاقم القطار والذي يحمل اسم بيتر فاز مؤخرًا على النادل 2 
كرة المضرب. 

ما اسم المهندس ؟ 

هذه المسألة مأخوذة من مجلة الرياضيات — [Scripta Mathematica‏ 

سرقت محفظة إحدى المدرسات ب2 أحد الأيام الدراسية. ومن وحي ملفات 

طلاب المدرسة قررت إدارة المدرسة استجواب الطلاب: ليليان وجودي وديفد 

وثيودور ومارجريت. صرح كل من هؤلاء الطلاب بالإجابات التالية ليليان: 

لم أسرق المحفظة. لم يسبق لي أن سرقت شيتًا. ثيودور هو السارق. 

جودي: لم أسرق المحفظة. والدي من الأثرياء جد وأمتدذك محفظتي 

الخاصة. مارجريت تعرف السارق. 
ديفد: لم أسرق المحفظة. لم أكن على معرفة مسبقة لمارجريت قبل بداية 
العام الدراسي الحالي. السارق هو ثيودور. 
ثيودور: لم أسرق المحفظة. السارقة هي مارجريت. كدبت ليليان عندما 


اتهمتني يسرقة المحفظة. 


ا 
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مارجريت: لم أسرق المحفظة. جودي هي السارقة. ديفد على استعداد للشهادة 
لصالحي لأنه يعرفني من سنوات عديدة. 
بعد مداولات ومحاولات إقناع صعبة fe‏ استطاعت إدارة المدرسة الحصول 
على اعتراف من كل الطلاب بأن جملتين من الجمل الثلاث التي صرح بها 
كل منهم صائبة والجملة الثالثة خاطئة. من السارق ؟ 
2g (A)‏ السائل الحسابية المعماة التالية» الحروف المتشايهة تقايل الخانة نفسها 
والحروف المختلفة تقابل خانات مختلفة و * يمكن أن تقابل أي خانة. 


(i) 
A TOM 
ATOM 
koko okoko o x% 
% % % k % 
KR ok Ok Ok 
ey * k ky * 
A TOM 
E 
A BC 
BA C 
xoko * x 
A 
* x B 


- Yes - 


(1) 


(s) 


(VN) 


(VY) 


DO + RE = MI 
FA +SI = LA; 
RE StS LA = 30L: 


ثلاثة من أعضاء 4355 كشافة كانوا يتبادلون معلومات عن يعض من 


زملائهم. أخبرهم قائد فرقة الكشافة أن ثلاثة من زملائهم سيصلون Fe‏ 

وأسماء عائلاتهم هي وينكن وبلنكن ونود. أما أسمائهم الأولى فهي بدر وسمير 

وسامي (ليست بالضرورة بهذا الترتيب). صرح أحد الأعضاء الثلاثة أنه كان 

يعتقد أن اسم عائلة بدرهو وينكن» ولكن قائد الفرقة أكد أن هذا ليس 

Layne‏ وقدم لهم بعض الإرشادات: 

.١‏ والد السيدة / نود هو أخ والدة سمير. 

؟. دخل سميرالمدرسة (الصف الأول) عندما كان عمره T‏ سنوات. ولقد 
سمعته هذا العام يخبر أحد أصاحبه بأنه بدأ يدرس حساب الصف 
السادس. 

۳. السيد/ بلنكن ومهنته جزار هو جد بدر. 

.٤‏ بلنكن يكبر alas prow‏ واحد. بدريكبر سمير alas‏ واحد. 

قابل بين أسماء الأولاد وأسماء عائلاتهم وحدد أعمارهم. 

عندما يصبح عمري كعمر والدي الآن سأبلغ من العمر 5 أمثال عمر ابني 

الآن. ولكن 2 ذلك الوقت سيكون ابني أكبر مني الآن يثماني سنوات. 

مجموع عمري وعمر والدي الآن 100 Le.‏ عمر ابني؟ 

استبدل عقارب الساعات بعقارب الدقائق على ساعتك. كم عدد المرات 

المختلفة 2 اليوم الواحد التي تقرأ فيها الوقت الصائب؟ 


ما alii‏ الأسبوع الممكنة التي تفع 2 أول يوم من أيام قرن؟ 


- Ye\ - 
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(VY) 


(1%) 


(1°) 


(V1) 


(VY) 


الحركات القانونية للحصان (الفرس) 2 لعبة الشطرنج هي على شكل L‏ : إما 
مربعان أفقيان ومربع واحد للأعلى أو الأسفل وإما مربع أفقي ومريعان للأعلى 
أوالأسفل. إذا بدأ الحصان 2 مربع الركن السفلي الأيسر من الرقعة فما عدد 
الحركات التي يحتاجها الحصان لزيارة كل من المربعات (عددها 64( مرة 
واحدة على الأقل؟ 
وجدت فاتورة شراء ديوك حبش قديمة على أحد المكاتب: 

2 ديك حبش +9567.9 
حيث كانت الفاتورة ممزقة ومن ثم الخانة الأولى والأخيرة من الثمن غير 
واضحة (مثلنا كل من هذه الخانات بالعلامة La. (x‏ هاتان الخانتان وما ثمن 
ديك الحبش الواحد (بعدد صحيح من الدولارات وعدد صحيح من السنتات) ؟ 
استخدم قطع النقد من الفئات: 1 سنت» 5 سنتات» 10 سنتات» 25 سننًا. كم 
عدد الطرق المختلفة للحصول على 50 سننًا من هذه القطع؟ كم عدد الطرق 
المختلفة للحصول على دولار واحد؟ كم عدد الطرق المختلفة للحصول على k‏ 
دولار؟ 
أريعة أزواج مع زوجاتهم يجلسون على الشاطئ 2 يوم حار حيث شريوا عددًا 
كبيرًا من زجاجات المشروبات الغازية: السيدة/ سلمى شربت زجاجتين والسيدة/ 
هنية شربت 3 زجاجات والسيدة/ لوسي شربت 4 زجاجات والسيدة/ مريم 
شريت 5 زجاجات. شرب السيد/ محسن عددًا من الزجاجات يساوي العدد الذي 
شريته زوجته. شرب السيد/ أحمد ضعف العدد الذي شريته زوجته. شرب 
السيد/ إحسان ثلاثة أمثال العدد الذي شربته زوجته. شرب السيد/ حسين أريعة 
أمثال العدد الذي شربته زوجته. عدد الزجاجات الكلي الذي شربه جميع الأزواج 
والزوجات هو 44 زجاجة. من هو زوج كل من السيدات الأربعة؟ 


سأل سامي صديقه أحمد "كم Sab‏ لديك ؟ وما أعمارهم ؟" أجاب الصديق 


= FEY = 


OA) 


(14) 


va) 


(۱) 


"لدي 3 أولاد. حاصل ضرب أعمارهم 72 عامًا ومجموع أعمارهم هو رقم شارع 
البيت الذي أسكن فيه". بعد أن قرأ سامي رقم الشارع أجاب بأن المعلومات غير 
كافية لمعرفة أعمارهم. عندئن قال الصديق "نعم" لكني آمل أن يلعب ابني البكر 
2 يوم من الأيام مع فريق U.S.C‏ لكرة القدم". ما أعمار الأولاد الثلاثة؟ 

هل توجد إستراتيجية رابحة للاعب الأول 2 لعبةتك تاك - تو 
*(tic-tac-toe)‏ ؟ هل يمكن تعديل قواعد اللعبة لكي تحصل على مثل هذه 
الإستراتيجية؟ 

بالرجوع إلى التمرين (۱۸)ء أثبت أنه إذا لم يضع اللاعب الأول علامته الأولى 
2 مركز المريع فإن اللاعب الثاني يضمن التعادل. 

بين لماذا يستخدم المتلاعبين (jugglers)‏ 3 أو 5 كرات لتنفيذ خدعتهم 2 
قذف الكرات 2 الهواء [نعني بالمتلاعب هنا الشخص الذي يقوم بقذف كرات 
2 الهواء بحيث يقذف الكرة الأولى بيده اليسرى والثانية بيده اليمنى وهكذا. 
إذا قذفت الكرة باليد اليسرى فإنه يلتقطها باليد اليمنى والعكس صحيح]. 
Le‏ دورالنوعية هنا؟ 

مسألة (أو مجموعة مسائل) البائع المتجول لها بعض صفات مسائل الألعاب 
ولكن لها تطبيقات مهمة 2 مجالات التجارة وتصميم الدارات والعديد من 
المواضيع الإنسانية الأخرى. و2 الآونة الأخيرة اكتشفت بعض التطبيقات 2 
التحليل المركب. 

بائع متجول ينطلق من المدينة التي يسكنها ليزور عدد ۸ من المدن. تكلفة البقاء 


2 كل من المدن وتكلفة السفر من مدينة إلى أخرى وتكلفة السفر من المدينة التي 


المترجمان: نحتاج للعبة تك -تاك- gi‏ مربعًا طول ضلعه 3 Louie‏ إلى 9 مربعات وحدة. 
يتناوب لاعبان الخطوات. الخطوة هي وضع علامة على أحد المريعات. اللاعب الذي يستطيع وضع 
3 علامات أولاً على صف واحد أو عمود واحد أو أحد القطرين يكون هو الفائز. 


- yey - 
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(YY) 


(YY) 


(٤) 


(9) 


يسكنها إلى أي مدينة ومن أي مدينة إلى المدينة التي يسكنها جميعها معلومة. 
المسألة هي إيجاد الطريق الأقل تكلفة التي يجب أن يسلكها البائع. 

2 الحقيقة لم يتم حل مسألة البائع المتجول تمامًا لحد الآن. لذا لن نسألكت 
عن حل المسألة. ولكن المطلوب هنا إيجاد عدد الطرق المختلفة التي يستطيع أن 
يسلكها البائع المتجول بحيث يزور كل مدينة مرة واحدة فقط ومن ثم يعود 
لمدينته. 

بالرجوع إلى التمرين رقم dY)‏ افرض أن المدن هي ثلاثة C3 Cy Oy‏ وأن 
تكلفة السفر من أو إلى Cy‏ أكثر من التكلفة من أو إلى Cy‏ و و0 La.‏ أفضل 
إستراتيجيات البائع المتجول؟ 

بالرجوع إلى التمرين رقم »)۲١(‏ أكتب برنامج حاسب آلي مدخله تكاليف 
السفرإلى المدن المختلفة ومن ثم حساب أفضل الطرق. 

يتناوب لاعبان اللعب ب2 هذه اللعبة. يكتب اللاعب الأول عددًا صحيحًا 
موجبًا من بين الأعداد 1 إلى 10 ثم يقوم اللاعب الثاني باختيار عدد من بين 
الأعداد 1 إلى 10 ويجمعه مع عدد اللاعب الأول. الآن» يقوم اللاعب الأول 
باختيار عدد من بين الأعداد 1 إلى 10 ويكتب حاصل جمعه مع المجموع 
السابق وهكذا. الفائز هو من يختار العدد الأخير الذي يجعل المجموع يساوي 
0 . صمم إستراتيجية رابحة للاعب الأول وأخرى للاعب الثاني. 

بعثت مؤخرًا رسالة بالبريد الإلكتروني لأحد أصدقائي المشهور باللعب على 
الكلام فكان رده: "لا استطيع أن أفشل 4 الاختلاف معك". اكتب جملة 
بسيطة تعطي معنى واضحًا لرده. 

يجلس 10 أشخاص حول طاولة مستديرة. المطلوب توزيع مبلغ قيمته 10 
دولارات agile‏ بشرط أن يأخد كل منهم متوسط المبلغ الذي يأخذه جاره. 
ما عدد الطرق الممكنة لإنجازذلكت؟ 


2558 = 


(YY) 


(YA) 


جمال قبطان قارب كبير. عمره A‏ وعدد أطفاله C‏ وطول القارب /. لدينا 
المعلومات التالية: 

.AxCxl = 32118 (i) 

(ب) طول | عدة أقدام. 

(ج) € هو مجموع عدد غير صفري من الأولاد وعدد غير صفري من البنات. 
(a)‏ 100 > كل > .C‏ 

جد جميع القيم الممكنة لكل من LC A‏ 

وضع برادبوري (Bradbury)‏ جميع المسائل الحسابية المعماة التالية. الحروف 
المتشابهة تقابل خانة واحدة والحروف المختلفة تقابل خانات مختلفة وعلامة * 
يمكن أن تكون أي خانة. 

(i) 


S H 


es) 
xix Bla 
x xlo x le PĀ 
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O) 


re) 


(۳۱) 


(TY) 


0 


(re) 


من المعلوم أن عقارب الساعات ينطبق على عقارب الدقائق عندما تشير 
الساعة إلى الثانية عشر تمامًا. ما الوقت التالي التي ينطبق عنده العقربان؟ 
ما الوقت بعد ذلك؟ 
تحقق الدالة الحقيقية f‏ المعادلة: 
f = (z +y) = F£) + f).‏ 
إذا كان 1 = (1)/ فما قيمة 18 0 
حل المسألة الحسابية المعماة التي وضعها لانكاستر :(Lancaster)‏ 
NUDE + NOT + RUDE + NOR = CRUDE.‏ 
حل المسالة الحسابية المعماة التي وضعها آلان وين :(Alan Wayne)‏ 
AYE + AYE + AYE + AYE = YES + YES + YES‏ . 
قاربان DOU‏ س افع سج eo‏ ۳90و بد ALLARI‏ 2 افتهرك 2 اتجاه 
بعضهما البعض 2 اللحظة نفسها. القارب الأول يسير بسرعة 12 ميلا 2 
الساعة ويسير القارب الثاني بسرعة 17 ميلا 2 الساغةها المسافة التي تكون 
Logie‏ قبل دقيقة وائحدة من اصظدامهماة [شكر 2 هذه at Lilt‏ شفهيًا حبكت 
حلها لن يستغرق أكثر من دقيقة]. 
خن أي عدد مكون من ثلاث خانات. اكتبه على ورقه ثم اكتب الثلاث خانات 
مرة أخرى مجاورة للخانات الثلاث الأولى. وبهذا تحصل على عدد مكون من 
ست خانات» مثل العدد 479479 . قسم العدد المكون من ست خانات على 
العدد T‏ سترى أن العدد يقبل القسمة على T‏ . اقسم الناتج الذي حصلت 
عليه على العدد 11 وسترى أنه يقبل القسمة على العدد 11 . اقسم الناتج 
الأخير على العدد 13 وسترى أنه يقبل القسمة على العدد 13 ويكون خارج 
القسمة هو العدد الأصلي المكون من ثلاث خانات. ما السبب وراء ذلك S‏ 
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cre) 


(T1) 


(TY) 


(TA) 


لدينا دورق من الماء ودورق من الحمض. يتسع كل من الدورقين للكميه 
نفسها من السائل وهناك مجال لإضافة سائل قليل لكل منهما. audi‏ القليل 
من الماء للحمض وامزجه جيدًا ثم أضف كمية من المزيج تساوي كمية الماء 
المضافة إلى دورق الماء. الآن» دورق الماء يحتوي على نسبة من الحمض ودورق 
الحمض يحتوي على نسبة من الماء. أي النسبتين أكبر ؟ 

بالرجوع إلى التمرين رقم dro)‏ نفرض أنك استمريت 2 إضافة الكمية نفسها 
من السائل مرة للحمض ومرة للماء وخلط المزيج بعد كل إضافة. هل تصبح 
نسبة الحمض متساوية 2 كل من الدورقين بعد عدد منته من الإضافات ؟ 
ادعى الرياضي والفيلسوف الانجليزي المشهور بيرتراند (Bertrand Russel) July‏ 
أنه هدروقته 2 دراسة المنطق والرياضيات وذلك بسبب المسألة التالية: خن 
قطعة من الورق واكتب على أحد جهتيها العبارة "العبارة المكتوية على الجهة 
الأخرى من هذه الورقة خاطنة" اقلب الورقة واكتب على الجهة الأخرى العبارة 
السابقة نفسها. الآن» بين صواب وخطآ هاتين العبارتين. 

جلس ثلاثة رجال 2 صف واحد وراء بعضهم البعض. بحيث يستطيع الرجل 
الجالس 4 الأخير رؤية الرجلين الجالسين أمامه. الرجل الأوسط يستطيع أن 
يرى فقط الرجل الجالس أمامه. والرجل الجالس 2 الأمام لا يستطيع رؤية 
أي من الرجلين الآخرين. أغمض الرجال الثلاثة أعينهم ثم وضعنا طاقية 
حمراء أو سوداء على رأس كل منهم. من المعلوم أن هذه الطواقي أخذناها من 
3 طواقي حمراء وطاقيتين سوداء. بعد أن غطينا رؤوس الرجال بثلاث 
طواقي أخفينا الطاقيتين الباقيتين. الآن» سألنا الرجل الجالس 2 الخلف 
عن لون الطاقية التي وضعناها على رآسه وبعد إجابته عن السؤال» سألنا 
الرجل الجالس ب2 الوسط السؤال نفسه وبعد أن تلقينا إجابته سألنا الرجل 


الجالس 2 الأمام السؤال نفسه. حلل هذه اللعبة تمامًا. 
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اعتاد الرياضي الهنجاري المشهور بول إيردوش (Paul Erdös)‏ انظر: [ETIEJ]‏ 
القول: اعكدها كان (Lats‏ ادعى العلماء أن عمر الأرض هو 2 يليون عام 
والآن يدعي العلماء أن عمر الأرض هو 4 بليون ale‏ إذن» يجب أن يكون 
عمري 2 بليون "ale‏ ما الخطأ 2 هذا التبرير ؟ 

عين الرياضي كاسبر غوفمان .(Casper Goffman)‏ انظر [GOF]‏ عددًا لكل 
رياضي» سماه عدد إيردوش (انظر التمرين رقم (YA‏ ويتم حساب هذا العدد 
على النحو التالي: 

عدد بول إيردوش يساوي 0 . بعد ذلك استمر استقرائيئًا. إذا شاركت 2 
كتابة بحث مع رياضي يحمل عدد إيردوش )1 - (k‏ فإنك ستحمل عدد 
أيردوش k‏ . عدد إيردوش لمؤلف هذا الكتاب هو 1 . ماذا يعني ذلك ؟ جد عدد 
إيردوش لرياضي تعرفه. ما أصغر عدد إيردوش لرياضي تعرفه؟ 

رقعة مستطيلة طولها 8 وعرضها 4 . قسمناها إلى 32 مريع وحدة.هل 
يمكن لحصان لعبة الشطرنج (يتحرك بخطوات على شكل [ 1 ) أن يبدأ 
حركته عند أي من المريعات ويزور كل من المربعات مرة واحدة بالضبط 
ويعود إلى مكانه؟ [إرشاد: لون مربعات الرقعة بطريقة مفيدةا. 

بالعودة إلى التمرين )£1( حيث الرقعة الآن مربعة طول ضلعها T‏ ومقسمة إلى 
9 مربع وحدة. هل من الممكن أن يبدأ الحصان بالتحرك من أي مريع بعدد من 
الحركات يساوي 49 بالضبط ويزور كل من المربعات ويعود إلى مكانه ؟ 

من عادات إحدى القبائل الإفريقية أن يحرك السكان رؤوسهم من اليسار إلى 
اليمين ليعني قول "نعم" (الحركة نفسها تعني 2 الولايات المتحدة الأمريكية 
قول "لا"). 2 الحقيقة هذه الحركة تستخدم من قبل هذه القبيلة فقط 
وغير مستخدمة من باقي القبائل الأخرى بهذا المعنى. 

بينما كنت تتجول 2 إحدى غابات إفريقيا قابلت رجلا واعتقدت أنه ينتمي 
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(2%) 


(t°) 


إلى تلك القبيلة. سألته فيما إذا كان ينتمي بالفعل إلى تلك القبيلة 
Soule la‏ بحركة من رأسه من اليسار إلى اليمين (ولم ينسب بكلمة واحدة). 
ما الذي يمكنك استنتاجه ؟لماذا؟ هل تستطيع طرح سؤال على الرجل تكون 
إجابته بحركة من الرأس فقط ويمكنك من تحديد هوية هذا الرجل ؟ 
ثلاثة ممثلين هم جو و بوب وكيرلي. أحدهم يلعب دور بطولة Loita‏ والثاني 
دور الشرير والثالث دورالمعتوه (ليس بالضرورة بهذا الترتيب). طلب الشرير 
من الذي يلعب دور البطولة أن يشاركه التمثيل 2 مشروعه الحالي ولكن من 
يلعب دور البطولة تعاقد مع منتج فيلم ليمثل مع المعتوه. إن ذلك لا يزعج 
الشرير لأت elas‏ أن كاذ Cite tH‏ ممقلا Legh‏ ولكن الشرير يحسد المعتوه 
OY‏ المعتوه يتقاضى أجرًا أعلى منه. إذا كان أجر بوب أعلى من أجر جو 
وكيرلي لم يتلق أي dale!‏ بوب فمن منهم يلعب دور البطولة ومن متهم 
يلعب دور الشرير ومن منهم يلعب دور المعتوه ؟ 

إحدى ألعاب القمار الشائعة 2 أستراليا لعبة تمسى "اثنان للأعلى". تلعب 
هذه اللعبة على النحو التالي: يقوم اللاعب "يسمى الرامي" بتحديد مبلغ 
الرهان. بعد ذلك يلقي الرامي قطعتي نقود OTE‏ واحد. إذا كانت النتيجة 
صورتان فتسمى الرمية "صورتان" وإذا كانت النتيجة كتابتان فتسمى 
الرمية "كتابتان" وإذا كانت النتيجة صورة وكتابة فتسمى الرمية 
"خلاف". الهدف من اللعبة أن يحصل الرامي على ثلاث رميات "صورتان" 
متتالية دون الحصول على رمية "كتابتان" أو خمس رميات "خلاف" متتالية. 
يستمر الرامي 2 اللعب حتى : 

(i)‏ تكون النتيجة إحدى الرميات "كتابتان" ويخسر أو 

(11) تكون نتيجة خمس رميات متتالية "خلاف" ويخسر أو 


(iii)‏ يحصل على ثلاث رميات متتالية "صورتان" ويكسب. 
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إذا كسب الرامي فيدفع له 7.5 دولارمقابل كل دولار dads‏ ويستمر 2 
اللعب. أما إذا خسر فإنه يخسر الرهان الذي دفعه. هل هذه لعبة عادلة ؟ وإذا 
لم تكن لعبة عادلة هل يمكن التعديل ‏ عدد رميات "خلاف" لتصبح لعبة 
عادلة؟ 

تحتاج اللعبة التقليدية التالية إلى لاعبين ويتم تنفيذها على النحو التالي: 
يقوم اللاعبان و2 اللحظة نفسها برفع إصبع أو إصبعين أو ثلاثة أصابع. و2 
الوقت نفسه؛ يعلن كل منهما عن عدد الأصابع التي يعتقد أن يكون اللاعب 
الآخر قد رفعها. إذا كان الاثنان على خطأ أو على صواب تكون نتيجة اللعبة 
تعادل. إذا أصاب أحدهما وأخطأ الآخر فإن اللاعب ELAN‏ يدفع للاعب الذي 
أصاب عددًا من الدولارات تساوي العدد الكلي للأصابع المرفوعة (مجموع 
الأصابع المرفوعة). ما أفضل الإستراتيجيات التي ستتبعها عند SiS lite‏ 
لك هذه اللعبة؟ 

يشترك 4 لعبة البريدج (إحدى ألعاب الورق) أربعة لاعبين: يتم توزيع 13 
ورقة لعب على كل منهم (مجموعة أوراق اللعب عددها 52). نقول: إن 
مجموعة أوراق لعب عددها 13 هي مجموعة ياربورو (نسبة إلى اللورد ياريورو 
(Yarborough)‏ الذي اشتهر برهانه ضد حصول هذه المجموعة) إذا كانت 
جميع أوراقها تحمل الأعداد من 1 إلى 10 (أي أنها لا تحتوي صور). ما 
احتمال حصول لاعب واحد على الأقل من لاعبي البريدج على مجموعة 
ياربورو؟ 

تنقسم عجلة لعبة الروليت إلى 36 قسما لتستقر على أحدها كرة مرقمة 
بالأعداد من 1 إلى 36 . يتم تدويرالعجلة 4 اتجاه معين ثم توضع الكرة 
داخل العجلة ويتم تدوريها 2 اتجاه معاكس لدوران العجلة. ويعد فترة 
ستقع الكرة عشوائيئًا لتستقر على أحد الأقسام المرقمة من 1 إلى 36 . قبل 


O 
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(24) 


ذلك يكون اللاعب gi)‏ آي عدد من اللاعبين) قد وضع نقوده ليراهن على أحد 
الأعداد. إذا افترضنا أن اللعبة عادلة ووقعت الكرة على العدد المراهن عليه 
أحد اللاعبين فما المبلغ الذي سيكسبه هذا اللاعب؟ 

hae 18‏ من الأعداد ملونة باللون الأسود و 18 عددا ملونة باللون الأحمر. 
إذا وقعت الكرة 2 لعبة Aale‏ على عدد لونه هو اللون الذي راهن عليه اللاعب 
فما قيمة المبلغ الذي سيكسبه هذا اللاعب؟ 

هدف نوادي القمار 2 مدينة لاس فيغاس هو الربح. لذا تم تعديل جميع الألعاب 
2 النوادي لصالح النادي. 2 وقت من الأوقات تم إضافة جزء إلى عجلة الروليت 
رقمه 0 ولونه أخضر. لكن أسلوب دفع النقود للاعب الفائز لم يتغير عن 
السابق. إلى أي درجة يؤثرذلك على نتائج اللعبة لصالح النادي؟ 

لكن هذا لم يشبع جشع أصحاب النوادي لذا فإنهم EE‏ دنو جديا 
بإضافة قسم جديد يحمل العدد 00 واللون الأخضر مع بقاء الأسلوب القديم 
لدفع النقود للاعب الفائز. إلى أي درجة يؤثر ذلك 24# نتائج اللعبة لصالح 
النادي؟ 

يتم سحب أوراق لعبة اليانصيب الأصلية لولاية بنسلفانيا كان على النحو 
التالي: 

يدفع اللاعب 50 سنتًا ويحصل على تذكرة مكتوبًا عليها عدد مكون من 
ست خانات. ليكن العدد "987654". 2 نهاية الأسبوع تقوم الولاية بسحب 
العدد الرابح عشوائيًا. توزع الجوائز كالتالي: 

0 دولار إذا كان العدد 987654 

0 دولارإذا كان العدد × 98765 أو x87654‏ 

0 دولارإذا كان العدد ‏ × 9876 أو 7654 × × 


0 دولارًا إذا كان العدد × × × 987 أو X654‏ × × 


= Yor = 


الك 


هل توزيع النقود على هذا التجو Ysta‏ 5 ما فرص فوزك يجائزة واحدة على 
الأقل 2 الأسبوع؟ 

تجرى الانتخابات الوطنية 2 الولايات المتحدة الأمريكية" 2 Joi‏ ثلاثاء بعد 
أول اثنين من شهر نوفمبر". ما أقرب تاريخ من شهر نوفمبر الذي تُجِرَي فيه 
الانتخابات؟ ما أبعد تاريخ ؟ 
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www.abegs.org 


(hasti‏ الخامس 
الرياضيات المسليي 
Recreational Math‏ 


)1,0( المريعات السحريي وأفكارذات علاقت بيتها 
Magic Squares and Related Ideas‏ 


للمريع السحري العديد من الأنماط المختلفة؛ IG‏ بتقديم أسهل هذه 
الأنماط. 
Attu‏ )1.4.0( 

يبين الشكل رقم (YY)‏ مريعًا طول ضلعه 3 مقسوما إلى 9 مريعات وحدة. 
المطلوب هو وضع الأعداد من 1 إلى 2-9 كل من المربعات بحيث يكون مجموع الأعداد 
2 كل من الصفوف وكل من الأعمدة متساو. 
الحل: 

لنفرض أن 5 هو مجموع الأعداد 2 كل من الصفوف والأعمدة. Ler‏ أن عدد 
الصفوف يساوي 3 فإن مجموع الأعداد 2 المريعات التسعة يساوي 35 وهذا يساوي 


مجموع الأعداد من 1 إلى 9 . إذن: 


3S =14+2+3+4---+9‏ 
وباستخدام صيغة مجموع الأعداد المتتالية نجد أن: 
وه ے کک ے وو 


إذن» 15 = 5 . من ذلك يكون المطلوب هو وضع الأعداد من 1 إلى 9 بحيث يكون 
مجموع ڪل صف ومجموع ڪل عمود يساوي 15 . 

2 الغالب يكون من الأفضل البدء بقيمة كبيرة. لذا نضع 9 4# المركز. 
إن ذلك سيضع قيودًا كبيرة للعددين على يمين ويسار 9 وعلى العددين أعلى 
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وأسفل 9. الخيارات المتاحة هي 5 + 1 أو 4 + 2 أو 3 + 3 . الخيار الثالث مرفوض 
لأنه غير مسموح بتكرارأعداد المربعات. لذا نضع 4 و 2 على يسارويمين العدد 9 


ونضع 5 و 1 أعلى وأسفل العدد 9 . الشكل رقم (VE)‏ يبين هذا الوضع. 


5 
4 | 9 |2 


1 
شكل رفو (YY)‏ شكل رقو )۱۳٤(‏ 


الآن» لا يمكن أن نضع 3 4 الصف السفلي OY‏ 3 + 1 عدد صغير حيث لا 
يمكن إيجاد عدد ثالث ليكون المجموع يساوي 15 . لذا نضع 3 2 الصف العلوي وليكن 
المربع 2 الركن العلوي الأيسر. هذا يجعل الخيار الوحيد لعدد مربع الركن العلوي 
الأيمن هو العدد T‏ ومن ثم يجب وضع العدد G‏ الركن السفلي الأيمن والعدد 8 
2 الركن السفلي الأيسر. 

بإيجاد مجموع كل من الصفوف والأعمدة نجد أننا نجحنا L‏ إنشاء أول مريع 
سحري. لا 

المربعاتالسحرية الأفضل هي المربعات التي ليس فقط مجموع الصفوف 
والأعمدة فيها متساوء لكن أيضا المربعات التي يكون فيها مجموع أعداد كل من 
القطرين يساوي مجموع كل من الصفوف والأعمدة. الشكل رقم )٠١١(‏ يقدم مثالا 
على مربع سحري من النوع 3 3X‏ ويحقق أيضًا هذا الشرط الإضاك. 


6 | 1 8 7 | 5 | 3 
6 1 8 7 |5 | 3 
7 | 5 3 2 | 9) 4 
2| 9 4 6 |11 | 8 
شكل رقم (WO)‏ شكل رقم ( Or‏ 
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كيف يمكن إيجاد مثل هذه المريعات؟ إحدى الطرق تكون بالتجريب. فبدلاً من 
أن نضع العدد 9 2 المركز نضع عددًا مختلفًا 2 المركز ومن ثم محاولة إنشاء المربع 
كما 2 المسألة السابقة. عدد الأعداد التي سنجرب وضعها 4 المركز هو تسع أعداد 
وهذا ليس بالعدد الكبير حيث لا تستغرق المحاولات وقتًا كبيرًا قبل اكتشاف المربع 
المطلوب. 

ولكن عندما تكون المربعات أكبر من 3 ×3»مثل 4 ×4 أو 5 ×5 أو 6 ×6 
فإن التجريب يصبح مزعجاء لذا يكون من الأفضل إيجاد إستراتيجية لإنشاء مثل هذه 
المريعات السحرية. نبدأ ببعض الملاحظات. 2 بعض الأحيان» عند عدم معرفتنا الطريق 
التي سنسلكها يكون من المناسب أن نتعلّم من المعلومات المتوافرة لدينا. 

لذا نبدأ بالمربع السحري الذي أنشأناه 2 الشكل رقم )110( لنفرض أننا قمنا 
بإزاحة كل من الأعداد Carpe‏ إلى الأعلى (بالاتجاه الرأسي). عندئذ» سيفرغ الصف 
السفلي وستخرج أعداد الصف العلوي خارج المربع. لذا نضعها 2 الصف السفلي كما 
هو مبين 2 الشكل رقم (180). 

لاحظ أننا سنحصل على مربع سحري جديد مجموع صفوفه وأعمدته يساوي 
15 وهذا ليس LOY Éis Las‏ لم نقم بتغيير الصفوف (فقط حركناهم) أما الأعمدة 
فقمنا بتخيير أعداد العمود الواحد لكنها بقيت ب2 العمود نفسه. 

بصورة مماثلة يمكن إزاحة كل من الأعداد Leaps‏ إلى اليمين وينتج عن ذلك 
تفريغ العمود الأيسر وإخراج أعداد العمود الأيمن خارج المربع وبإعادتها إلى العمود 
الأيسر سنحصل على مربع سحري جديد. جرب ذلك وتحقق من أنك ستحصل على 
المجموع السحري 15. 

بعد نجاحنا 2 التجريتين السابقتين نحاول GYI‏ عمل إزاحة قطرية للمربع 
السحري الذي حصلنا عليه 2 الشكل رقم .)١185(‏ ويبين الشكل رقم (YY)‏ المربع بعد 
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إنهاء ذلك. امسك قلمًا وتتبع معنا. سنقوم بإزاحة كل من أعداد الشكل رقم (AY)‏ 
مريعًا إلى اليمين ومريعًا للأعلى. لتسهيل رؤية ذلك دعنا نرمزلمريعات الصف الأول 
بالرموز و2 ,01,05 ولمربعات الصف الثاني بالرموز وو“ ,رر ,001 ولمريعات الصف 
الثالث بالرموز 5,039,053 . نقوم بإزاحة الأعداد الواضة زولا : 
و > 4 
ag‏ — 9 
ووه - 8 
ووه + 1 
نعود الآن إلى الأعداد الأخرى. ولتسهيل ذلك دعنا نفترض أن الضلع الأعلى 
والضلع الأسفل متطابقان (أي أن مريعات الصف الأعلى تجاور مريعات الصف الأسفل) 
وأن الضلع الأيسر والضلع الأيمن متطابقان. إن هذا يسهل علينا رؤية الإزاحات من 
اليسار إلى اليمين ومن الأعلى إلى الأسفل. 
إذا أزحنا العدد 3 مريعا إلى اليمين ومربعا إلى الأعلى فإنه سيخرج خارج 
المربع» لكن إذا اعتبرنا أن الضلع الأعلى يتطابق مع الضلع الأسفل فإننا سنضع 3 2 
المربع روه . وبالمثل» نضع 5 # المربع و20 2 المريع 2011 6 4 المريع yy‏ . ويبقى 
لدينا العدد 7 الذي سيكون مكانه الوحيد هو المريع روه . 
بنظرة سريعة على المربع الناتج 2 الشكل رقم (VV)‏ نجد أنه مربع سحري. 
اكتشفنا لحد الآن أن الإزاحات من اليسار إلى اليمين ومن الأعلى إلى الأسفل 
والإزاحات القطرية تحافظ على المريع السحري. هل توجد فكرة عامة وراء هذه 
التماثلات؟ 
od‏ ورقة مريعة ثم استخدم لاصق لإلصاق الحافتين اليسرى واليمنى. إذا 
وجدت صعوبة 2 تخيل ذلك جربها بنفسك وستحصل نتيجة لذلك أسطوانة. بعد 


ذلك حاول لصق الحافتين العليا والسفلى (من الممكن أن يكون ذلك صعبًا بعض 
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الشيء لكن يمكن إنجازه). ستحصل الآن على سطح كعكة دونات أو ما يسمى طارة 
بلغة الرياضيات. سنرى أن الإزاحات التي سبق Gig‏ قمنا بها (وهي إزاحة من اليسار إلى 
اليمين وإزاحة من الأعلى إلى الأسفل وإزاحة القطرين) ستأخن مسارًا طبيعيًا على 
الطارة. 

إذا حركنا كل من المربعات على الطارة مريعًا واحدًا إلى اليمين فإننا لم نعد 
بحاجة إلى إعارة اهتمام للعبارة "سيخرج المربع خارج الحافة" LOY‏ قمنا بحذف هذه 
الحدود عندما طابقنا حافة المربع اليسرى مع الحافة اليمنى. وبالمثل» عند تحريت 
المريع مربعًا واحدا للأعلى. وأخيراء نجد أن الإزاحة القطرية ستصبح أقل Lid ged‏ عند 
التعامل منها على سطح طارة. 

ولهذا نستطيع القول: إن الطارة هي المكان الطبيعي لإنشاء المربعات السحرية. 
Ley‏ أننا نستطيع الإزاحة من اليسار إلى اليمين ومن الأعلى إلى الأسفل وعلى القطرين 
فإن المربع الذي نبدأ به لإنشاء المريع السحري لم يعد مهما حيث نستطيع أن نبد بأي 
مربع. دعنا الآن نقوم بقص الطارة باستخدام مقص لنحصل على المريع الأصلي (انظر: 
رقم شكل ۱۳۸). 
9 4 2 1 
1 8 | 6 
T 3 5‏ 
شكل رقم (WV)‏ شكل رقم OYA)‏ 


نقوم الآن بإنشاء مربع سحري من النوع 3 3X‏ بأن نبدأ بوضع 1 2 المربع 
و4 ber.‏ أن عدد الصفوف يساوي 3 وعدد الأعمدة يساوي 3 فإن الدورة الطبيعية لهذه 
المسألة هي 3 . ولذا نضع 12.3 قطريئًا (لاحظ أن وضع 12.3 2 صف واحد أو 
عمود واحد لن يجدي LOY‏ لن نحصل على المجموع السحري 15). وبأخد تركيب 
الطارة بعين الاعتبار نحصل على الشكل رقم (V4)‏ 
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8 | 1 | 6 1 
SESE 3 

2 9|2 4 
شكل رقم (۲۹) . شكل رقم OE)‏ 


تستخدم الآن الدورة. وضعنا 1,2,3 قطريًا بالتحريك إلى الأعلى واليمين. 
الآن. نركز اهتمامنا على الأقطارالتي تتحرك إلى الأعلى واليسار. سنضع على هذه 
الأقطار أعدادًا باستخدام الدورة 3 . وضعنا 1 على Ay)‏ لذا نضع 4 على روه 79 على 
dys‏ . بعد ذلك نبدأ من 2 على Gy,‏ ونضع 5 على رره ثم 8 على ۵ . وأخيراء نبداً 
بالعدد 3 على ر» ونضع 6 على وره ومن ثم 9 على روه . 

إن dy Lied Le‏ ضناكب هتدسيًا tm‏ وضعنا الأعداة 2 اكريعات وصاكب من وجهة 
النظرالعددية حيث استخدمنا جميع الأعداد من 1 إلى 9 وصائب من وجهة نظر 
النوعية حيث استخدمنا الدورة 3 2 حل المسألة. ولكن الأهم من ذلك أننا أنشأنا 
مريعًا سحريئًا (انظر: الشكل رقم .)١40‏ 2 الحقيقة المربع السحري الذي أنشأناه هو 


مربع سحري خاص حيث مجموع كل من القطرين يساوي 15. 


)۲.۱,۵( Atle 

استخدم طريقة ممائلة للطريقة المقدمة أعلاه لإنشاء مريع سحري من النوع 
0-100 
الحل: 

Lica‏ نحاكي الطريقة التي أنشأنا فيها المربع السحري من النوع 3 ×3 من 
دون الخوض L‏ تفاصيل الخطوات. نبدأ بالشكل رقم .)١141(‏ لدينا مربع من النوع 
5 ووضعنا 1 2 المريع و0 (مركز الصف الأول). الآن» نضع الأعداد 1,2,3,4,5 
قطريًا بالتحرك للأعلى ثم اليمين لنحصل على الشكل رقم (VEY)‏ 


me a ee 
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2 
شكل رقم )١41١(‏ شكل رقم (Y)‏ 
نقوم الآن بوضع الأعداد قطريًا بالتحرك للأعلى ثم اليسار (بدورة طولها 5). 
على سبيل SEM‏ نبدآً بالعدد 1 على dy,‏ ثم نضع 6 على aa‏ ثم نضع 11 على Qy‏ 
ثم نضع 16 على dig ag,‏ نضع 21 على dy,‏ . نكمل الأقطار المتخالفة البقية 
بالأسلوب نفسه لنحصل على المربع السحري المبين 2 الشكل رقم (VEN)‏ 


شكل رقم (VY)‏ 


يمكن التأكد من أن هذا المربع هو مريع سحري مجموعه السحري يساوي 65 
(لاحظ أنه ليس خاصا OF‏ مجموع كل من القطرين لا يساوي 65). لا 
At Live‏ تحدي (0,١,؟)‏ 

استخدم الخوارزمية التي بيناها أعلاه SU‏ مربع من النوع 3 ×3 أو 5 ×5 على 
أن تبدأ بوضع عدد 2 آي مريع مختلف عن مركز الصف العلوي. هل سيكون المربع 
المنشأ هو مربع سحري؟ هل فاجأتك النتيجة؟ 


fs 
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)٤.۱,۵( تحدي‎ Atle 
استخدم الخوارزمية السابقة لمربع من النوع 4 × 4 . من أين تبدأ؟ لماذا ستفشل‎ 
هذه الخوارزمية ؟ [فكر 2 الطارة وأجب إجابة هندسية]. ما التعديل اللازم إجراؤه على‎ 

الخوارزمية بحيث تنجح 2 الحصول على مريع سحري من النوع 4 × 4 ؟ 

تحتاج خوارزميات إنشاء مربعات سحرية أطوالها أعداد زوجية إلى تقنية 
مختلفة عن التي قدمناها للأطوال الفردية» فهي 2 واقع الأمر تعتمد على نوعية طول 
الضلع (على الرغم أنه زوجي). على سبيل JEM‏ طريقة إنشاء مربعات سحرية أطوال 
أضلاعها مضاعفات للعدد 4 تختلف عن طريقة إنشاء مريعات سحرية من الطول 6 . 

ويما أن موضوع هذا الكتاب ليس المريعات السحرية فإننا لن نقدم هذه 
الخوارزميات وندعو القارئ المهتم للرجوع إلى [SIMI]‏ لزيد من التفاصيل عن هذا الموضوع. 

ننهي هذا البند ببعض الملاحظات عن المربعات السحرية التي أطوال أضلاعها 
مضاعفات العدد 4 . الشكل رقم (VEE)‏ يبين لنا مربعًا من النوع 4 × 4 ضع الأعداد من 1 
إلى 16 4# المربعات بالترتيب الاعتيادي: 1 إلى 24 الصف الأول 5 إلى 8 2 الصف الثاني؛ 
وهكذا (انظر: شكل رقم .)٠٤١‏ المربع الناتج ليس سحريئًا! OYI‏ قم باستبدال كل عدد من 
أعداد مربعات القطرين بالعدد المتمم له (يعني بالعدد المتمم للعدد 0 هو العدد الذي إذا 
ايف إن © يعون اجى 17 فكلا مكمه 6 ga‏ ]1 ومههم 13 هو 4, لاحظدان 
المسافة من 1 إلى 6 تساوي المسافة من 11 إلى 16 . وبهذا قلنا إن 6 و 11 متتامان). 

بعد إتمام التبديلات جميعًا نحصل على مربع سحري (انظر: الشكل رقم 


98%( 
4 ]3 |2 |1 3/18 |2 |16 
7 |6 )5 8 ]5|11|10 
11/12 )9/10 6/12 |7 )9 
16 | 14]15| 13 1 )41415 
شكل رقم )182( شكل رقم )140( شكل رقم )181( 


AE 
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(0,1,0) تحدي‎ AT Live 
8× 8 اتبع الطريقة المقدمة للمريع 4 ×4 لإنشاء مريع سحري من النوع‎ 
[إرشاد: قسم المربع من النوع 8 × 8 إلى أريع مربعات كل منها من النوع 4 ×4 ومن ثم‎ 

استخدم طريقة الإنشاء السابقة على كل من المربعات من النوع 4 TAK‏ 

(1,1,0) تحدي‎ AAT Lene 

ما السبب وراء نجاح طريقة إنشاء مربع سحري من النوع 4 ×4 ومن النوع 
$8x8‏ 

استمر اعتقاد استحالة إنشاء مربع سحري من النوع 10 ×10 لمدة تزيد على 
0 عاماء لكننا تجحنا أخيرًا 4 إنشاء مثل هذا المربع. هل تستطيع إنشاء هذا المربع؟ 


)0,1( مس ان لؤوزان 
Problems Involving Weighings‏ 


نبدأ بمسألة مجموعة أشياء تبدو أنها متساوية ولكنها 2 الواقع مختلفة. 
Vat lune‏ )1.7.0( 

لدينا 9 حبات من اللؤلؤ. تبدو جميعها متشابهة ولكن 8 منها لها الوزن نفسه 
والتاسعة وزنها مختلف» وهي Lal‏ أخف أو أثقل من الثمانية (ولكننا لا نعلم أهي أخف ai‏ 


أثقل). وسيلة الوزن الوحيدة التي نملكها هي ميزان ذو كفتين (انظر: الشكل رقم (VEY‏ 


شكل رقم )۱٤۷(‏ 
كيف يمكن استخدام الميزان لمعرفة حبة اللؤلؤ المختلفة بثلاث وزنات فقط؟ 


ا 
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الحل: 

dan‏ ولا ان مقار وزن a Hh! dum‏ ظريقة Leste‏ السدوف: إذا 
LIS‏ غير متساويين 2 الوزن فما الذي يمكن استنتاجه؟ إحداهما هي اللؤلؤ المختلفة 
ولكن أيهما ؟ Lei‏ إذا DLE‏ متساويين 2 الوزن فإن اللؤلؤة المختلفة ليست بينهماء وبهذا 
فهي من بين السبع حبات الباقية. إن هذا يضمن لنا وجود حبتين نستخدمهما 
للمقارنة» ولكن لا نستطيع استخدام الميزان لأكثر من ذلك. إذن؛ ما الذي يجب علينا 
عمله S‏ بإمكاننا استخدام عدد الوزنات المحدود بطريقة أكثر فاعلية؛ وذلك بتقسيم 
حبات اللؤلؤ إلى ثلاث مجموعات تتكون كل منها من ثلاث حبات. من الواضح أن 
السبب وراء اختيارنا العدد 3 هو كونه العدد الوحيد (غير 1 و 9) الذي يقسم العدد 
9. نعتبر OF!‏ أن مجموعة حبات اللؤلؤ التي عددها 3 هي "حبة كبيرة". لنفرض إذن» 
أن هذه المجموعات هي G)‏ و ر6 و و6 .الآن» نقوم بمقارنة وزني Gi‏ و Gy‏ ونحصل 
على الحالتين الآتيتين: 

الحالةالأولى: وزن ,€ يساوي وزن Ga‏ .2 هذه الحالة تكون حبات المجموعتين 
© و Go‏ متساوية الأوزان والحبة المختلفة تنتمي إلى المجموعة Gg‏ 

الحالة الثانية: وزن G)‏ لا يساوي وزن ر6 .2 هذه الحالة الحبات تنتمي إلى 
و6 متساوية الأوزان والحبة ذات الوزن المختلف تنتمي إلى ,€ أو Gy‏ 


لاحظ أننا استخدمنا وزنة واحدة لحد الآن. ندرس الآن الحالتين كل على 


الحالة الأولى: نقارن بين وزني Gy‏ و 64 . نعلّم مسبقا أن الوزنين مختلفين؛ 
لذا Lola‏ أن تكون Gy‏ أثقل من ,© أوأخف منها. وللسهولة دعنا نعتبر أن و6 أثقل من 
ر6 . إن هذا يعني أن حبة اللؤلؤ المختلفة أثقل من الحبات الباقية وتنتمي إلى و6 . 
الآن» للوزنة الثالثشة نختارأي حبتين من حبات Gy‏ ونقارن وزنيهما. إذا كان الوزنان 


متساويين فإن الحبة الثالثة من Gy‏ هيا لمختلفة والأثقل. إذا كان الوزنان مختلفين 
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فالحبة الأثقل من بينهما هي المختلفة ونكون قد انتهينا. 

الحالة الثانية: لنفرض لغرض السهولة أن ,6 أثقل من ,© . استخدم الوزنة 
الثانية لمقارنة وزني G)‏ و 64 . إذا تساوا وزناهما فإن حبة اللؤلؤ المختلفة تنتمي إلى 
Go‏ وهي أخف من البقية. الآن» قارن بين وزني أي حبتين من Gy‏ . إذا تساوا وزناهما فإن 
الحبة الثالثة من Gy‏ هي المختلفة والأخف. أما إذا اختلف وزناهما فالحبة الأخف من 
بينهما هي المختلفة. 

Lei‏ إذا اختلف وزن G)‏ عن وزن © فإن ,© يجب أن تكون أثقل من ,6 (لأنها 
لو كانت آخف فإننا نحصل على ثلاث حبات أوزانها مختلفة وهذا مستحيل). ويهذا 
فإن الحبة المختلفة تنتمي إلى Gy‏ وهي الأثقل. الآن» 2 الوزنة الثالثة نقارن بين وزن 
حبتين من ,6 . إذا كان الوزنان متساويين فالحبة الثالثة من Gy‏ هي المختلفة وهي 
الأثقلء Lei‏ إذا كان الوزنان مختلفين فالحبة الأثقل من بينهما هي المختلفة. لأ 

لاحظ أننا بعد أن قررنا أن الإستراتيجية الأفضل هي تقسيم الحبات التسع إلى 
ثلاث مجموعات متساوية العدد فإن خطوات الحل بعد ذلك روتينية. ولكن لو فرضنا 
أننا قسمنا الحبات إلى ثلاث مجموعات من النوع }2,2,5{ أو النوع }4,4,1{ Lola‏ لن 
ننجح بعد الخطوة الأولى. 
مسألي (۲.۲,۵) 

لنفرض الآن أن لدينا 12 حبة لؤلؤ جميعها متشابهة شكلاء لكن وزن إحداهما 
مختلف عن أوزان الحبات الباقية» ويمكن أن تكون أثقل أوأخف. كم عدد الوزنات 
اللازمة لمعرفة الحبة المختلفة؟ 
الحل: 

عدد الوزنات الذي وجدناه 2 المسألة )١,7,5(‏ يبدو آنه أصغر عدد ممكن» وهو 2 
الحقيقة كذلك. ولهذا لكي ننجح بتحديد اللؤلؤة المختلفة من بين 12 حبة لؤلؤ 
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باستخدام ثلاث وزنات فقط فإننا نحتاج إلى فكرة جديدة. 

نبدآ باستخدام فكرة " اللؤلؤة الكبيرة " وذلك بتقسيم حبات اللؤلؤ إلى ثلاث 
مجموعات ,€ و Go‏ و و6 تحتوي كل منها على 4 حبات. ثم نقوم بمقارنة وزن ,© 
مع وزن Gy‏ ونحصل على الحالتين التاليتين: 

الحالة الأولى: إذا كان وزن ,6 مساويًا لوزن G,‏ فإن حبات ,€ و G,‏ الثمانية 
متشابهة وتكون الحبة المختلفة من بين حبات و6 . 

الحالة الثانية: إذا اختلف وزن G,‏ عن وزن OLE Ga‏ الحبة المختلفة من بين 
حباتهما الثمانية وأن حبات ,© الأريعة متشابهة. 

ندرس كل من الحالتين على حدة. 

نأخن 2 الحالة الأولى (هي السهلة نسبيئًا) أي ثلاث حبات من ,€ ونقارن 
وزنهما Las‏ مع وزن أي شلاث حبات من ,€ (هذه وزنة ثانية). إذا تساوى الوزنان فإن 
الحبة المختلفة هي الرابعة من Gy‏ . نقوم الآن بوزن الحبة الرابعة من Gy‏ معأحد 
حبات ,6 ونستنتج فيما إذا كانت الحبة المختلفة أثقل ai‏ أخف وننتهي بثلاث وزنات. 

Lei‏ إذ اختلف وزن حبات ,6 الثلاثة عن وزن حبات 6 الثلاثة OLS‏ الحبة 
المختلفة هي إحدى حبات ,€ التي اخترناها وسنعلم أيضا أنها أخف آم أثقل OY‏ حبات 
© متشابهة. وأخيرًا وزنة ثالثة لحبتين من حبات Gy‏ الثلاثة المختارة ستتحد أي 
الحبات هي المختلفة. 

لدراسة الحالة الثانية نفرض لغرض السهولة أن G)‏ أثقل من Gy‏ ولنفرض أن 
{a,b,c,d} oig €, = {a,b,c,d}‏ = ر . الوزنة الثانية تكون بمقارنة وزن 
{a,b,a’}‏ مع وزن {c,d,b'}‏ . عندئن: 
(i)‏ إذا تساوا الوزنان فإن الحبة المختلفة هي من بين الحبتين “© و d’‏ اللتين لم 

تستخدما 2 الوزنة الثانية» وبما أن Gy‏ أخف من G)‏ فإن الحبة المختلفة 


- Y1- 


الرياصيات المسلية 


أخف. الوزنة الثالثة» هي الآن مقارنة وزني © و d‏ وتكون الحبة المختلفة هي 
الأخف من بينهما. 

(ب) إذا اختلف الوزنان (لتكن (/0,5,2) أثقل) فإن هذا يعني أن ald‏ حبات 
أوزانها متساوية والحبة المختلفة هي من بين الحبات 5',5,0. وللوزنة الثالثة 
نقارن بين وزني 7 و . إذا تساوى الوزنان فإن الحبة المختلفة هي b‏ وهي 
الأخف. أما إذا اختلف الوزنان فإن الحبة المختلفة هي الأثقل من بينهما (لأنها 
ينتميان إلى (Gy‏ 

(ج) الحالةالتي تكون فيها {c,d.b"}‏ أثقل مشابهة للحالة (ب). لا 

مسألق تحدي )9,.0.¥( 
أثبت أن ثلاث وزنات كافية لتحديد حبة اللؤلؤ المختلفة من بين 13 caa‏ 

لكن من دون معرفة فيما إذا كانت أخف أو أثقل. 

(2.9.0) تحدي‎ At line 
أثبت أن ثلاث وزنات ليست كافية لتحديد حبة اللؤلؤ المختلفة من بين 14 حبة.‎ 

مسأل )0.7.0( 
من بين 80 حبة لؤلؤ واحدة فقط أخف من الحبات الباقية. جد الحبة 

المختلفة باستخدام أريع وزنات على ميزان ذو كفتين. 

الحل: 
الوضع الطبيعي لحل هذه المسألة هو تقسيم حبات اللؤلؤ إلى مجموعتين 

تحتوي كل منهما على 40 حبة ثم مقارنة الوزنين. المجموعة الأخف تحتوي الحبة 

المختلفة. الآنء قسم هذه المجموعة إلى مجموعتين تحتوي كل منهما على 20 حبة ثم 

قارن وزنيهما. المجموعة الأخف هي التي تحتوي حبة اللؤلؤ المختلفة وهكذا . 
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المشكلة التي سنواجهها ‏ هذه الإستراتيجية هي أن بعد الوزنة الرابعة سيبقى 
لدينا 5 حبات لؤلؤ ولن نستطيع تحديد المختلفة من بينها. ما الخطأ الذي وقعنا فيه؟ 
الخطأ هو أننا لم نستفد تماممًا من أن الحبة المختلفة هي الأخف. لذا نبدأ بتقسيم 
حبات HUI‏ إلى ثالاث مجموعات أعدادها 26,27,27 . 

نقوم بمقارنة وزن المجموعة 27 مع وزن المجموعة 27 الأخرى. إذا تساوى الوزنان 
فإن الحبة المختلفة هي من بين حبات المجموعة 26 وهي OST‏ وإذا اختلف الوزنان فإن 
الحبة المختلفة تنتمي إلى مجموعة الوزن اللأخف منها. لاحظ أننا استخدمنا وزنة واحدة 
فقط لمعرفة فيما إذا كانت الحبة المختلفة هي من بين مجموعة تحتوي 26 حبة gh‏ من 
بين مجموعة تحتوي 27 حبة LOY)‏ استخدمنا يحكمة معرفة أنها الأخف). 

إذا كانت الحبة الأخف من بين المجموعة التي تحتوي 26 حبة لؤلؤ فإننا 
نقسم هذه المجموعة إلى ثلاث مجموعات أعدادها 8,9,9 . نقوم بمقارنة وزن المجموعة 
9 مع المجموعة الأخرى 9 . وهكذا. nie‏ سنرى أننا نستطيع تخفيض 9 إلى 3 ومن 
ثم نحصل على الحل. 

إذا كانت الحبة الأخف تنتمي إلى المجموعة المكونة من 27 حبة فإننا نقوم 
بتقسميها إلى ثلاث مجموعات أعدادها 9,9,9 . نقارن بين وزن مجموعتين منهما . إذا 
تساوى الوزنان فإن الحبة اللأخف تنتمي إلى المجموعة الثالثة وإذا اختلف الوزنان فالحبة 
تنتمي إلى المجموعة الأخف بينهما. بعد ذلك نخفض العدد إلى 3 ومن ثم نجد الحل.1] 


مسأل )7.7.0( 

لدينا 24 بلية تبدو Lance‏ متشابهة» لكن 2 حقيقة الأمرأن يعض منها 
مصنوع من الزجاج والبعض الآخر مصنوع من الكوارتز(زجاج المرو). البليات المصنوعة 
من الزجاج أثقل من لك المصنوعة من الكوارتز. جميع أوزان البليات الزجاجية 


متساوية وجميع أوزان البليات المصنوعة من الكوارتز متساوية. كم عدد الوزنات 
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اللازمة لتحديد عدد البليات الزجاجية وعدد البليات المصنوعة من الكوارتز باستخدام 

ميزان ذو كفتين ؟ 

الحل: 
إحدى طرق حل هذه المسألة يكون يتحديد إحدى البليات لاستخدامها "بلية 

اختبار" ثم القيام بمقارنة وزن كل من البليات الأخرى مع وزن بلية الاختبار. لنفرض 

أن البلية ۸ هي أول بلية وزنها مختلف عن وزن بلية الاختبار. إذا كانت البلية ۸ أثقل 
من بلية الاختبار فإن البلية k‏ مصنوعة من الزجاج. وبهذا تكون بلية الاختبار والبليات 
التي تمت مقارنة أوزانها سايقًا(عددها 1- /) مصنوعة جميعًا من الكوارتز. بعد نقارن 
أوزان البليات 1+ )» 2 + ۸.... على التوالي مع وزن بلية الاختبار ونستنتج أن الأثقل 

منها مصنوعة من الزجاج والتي وزنها يساوي وزن بلية الاختبار مصنوعة من الكوارتز. 

ويهذا نكون قد وجدنا عدد البليات الزجاجية وعدد البليات المصنوعة من الكوارتز 

باستخدام 23 وزنة Y)‏ نحتاج لمقارنة وزن بلية الاختبار مع نفسها. 2 الحقيقة هذا غير 
ممكن). لاحظ أنه لو كان وزن Soi‏ بلية مختلفة أخف من وزن بلية الاختبار فإنها يكل 
بساطة ستكون مصنوعة من الكوارتز و أن بلية الاختبار والبليات التي سبقت ذلك 

مصنوعة من الزجاج. ويعد ذلك نستمر كما 2 السابق. 
الحل الذي قدمناه هنا لا يحتاج إلى خيال واسع ولا يحتوي أيضا على فكرة 

ذات قيمة. ولذا فالمسألة هنا هي: هل نستطيع إيجاد خوارزمية أكثر فاعلية؟ نبدأ كما 

2 السابق باختيار بليتين ومقارنة وزنيهما. لدينا الحالتان التاليتان: 

a)‏ الوزنان مختلفان: 2 هذه الحالة البلية الأخف مصنوعة من الكوارتز والبلية 
الأثقل مصنوعة من الزجاج. الآن» ضع هاتين البليتين 4 إحدى كفتي الميزان ثم 
اختر بليتين وضعهما 2 الكف ةالأخرى. إذا كان وزن البليتين أثقل فإنهما 
مصنوعتان من الزجاج وإذا كان وزنهما أخف فإنهما مصنوعتان من الكوارتز وإذا 


تعادل وزنهما مع وزن بليتي الكفة اللأخرى فأحدهما مصنوعة من الزجاج والأخرى 
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مصنوعة من الكوارتز. ‏ كل من الخيارات الثلاث السابقة نستطيع إيجاد عدد 
البليات المصنوعة من الزجاج وعدد البليات المصنوعة من الكوارتز (لاحظ أن 
المطلوب معرفة العدد فقط وليس تحديد نوع البلية). نضع هاتين البليتين جانبًا 
ونسجل عدد كل نوع. بعد ذلك نكرر الخطوة السابقة بوضع بليتين جديدتين ب2 
الكفة الأخرى ونستمر على هذا المنوال. بهذا نجد أن عدد الوزنات التي احتجنا 
إليها لإنهاء المهمة هو 12 = = + 1 وزنة. أفضل من السابق! 

(Y)‏ الوزنان متساويان: 4 هذه الحالة إما أن البليتين من الزجاج وإما أنهما من 
الكوراتز. وكما 2 الحالة )١(‏ نستخدمهما كبليات اختبار. نختار زوج آخر من 
البليات ونضعهما 2 الكفة اللأخرى. وإذا تساوى الوزنان فنرى أنهما من نفس 
نوع البليتين السابقتين Lal)‏ أنهما زجاج أو Legi‏ كوارتز) لكننا لا نستطيع 
تحديد هذا النوع. استمر على ذلك حتى تحصل على زوج من البليات وزنهما 
مختلف عن زوج الاختبار. لنفرض أن أول زوج يحقق ذلك هو الزوج 7 . إذا 
كان الزوج k‏ أثقل فإننا نستنتج أن زوج الاختبار وجميع الأزواج التي سبق 
توزينها مصنوعة من الكوارتز. أما إذا كان الزوج ۸ أخف فإننا نستنتج أن زوج 
الاختباروجميع الأزواج التي تم وزنها Gisle‏ مصنوعة من الزجاج. 
لنفرض إذنء أن الزوج 7 أثقل (الحالة asi‏ ممائلة). الآن» نقوم بفصل الزوج 

OLB كفة. إذا تساوى الوزنان فكلاهما زجاج وإذا اختلف الوزنان‎ 2 Logie ونضع كل‎ k 

أحدهما زجاج ونعلم من هي. أيا كانت النتيجة نأخذ البلية الزجاج من الزوج k‏ 

وإحدى بليتا الكوارتز من زوج الاختبار ونستخدم الزوج الجديد كزوج اختبار. OTI‏ 

نستمر كما 2 الحالة )1( لاختباربقية الأزواج. من ذلك نجد أن عدد الوزنات التي 

نحتاجها لإنجازالمهمة هو: 


(24 — 2k) 
2 


sj 1+ (&-1) +14 =13 
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مما سبق رأينا إمكانية تحديد عدد البليات الزجاجية وعدد البليات المصنوعة 
من الكوارتز بوزنات عددها 13 ؛ وذلك بتقسيم البليات إلى أزواج. هل من الممكن إنجاز 
المهمة بعدد أصغر من ذلك لو قسمنا البليات إلى ثلاثيات أو رباعيات؟ المشكلة التي 
نواجهها 2 الرياعيات هي وجود حالات كثيرة )2 الحقيقة يوجد خمس حالات). يمكن 
أن تكون جميعها زجاج أو ثلاث منها زجاج وواحدة كوارتز أو اثنتان زجاج واثنتان 
كوارتز أو واحدة زجاج وثلاث كوارتز أو جميعها كوارتز. لنفترض على سبيل المثال» 
أن الرباعي مكون من بليتين زجاج وبليتين كوارتز (هذا هو رباعي الاختبار) وبعد ذلك 
وضعنا رباعي آخر 2 الكفة الأخرى. ما الخيارات الممكنة؟ إذا تساوى الوزنان فإننا 
نستنتج أن الرياعي الثاني مكون من بليتين زجاج وبليتين كوارتز. إذا كان الرياعي 
الثاني أخف من رباعي الاختبار فإما أن تكون جميع بلياته كوارتز أو ثلاثة منها 
كوارتز وواحدة زجاج. والمسألة مماثلة إذا كان الرباعي الثاني أثقل من رياعي 
الاختبار. وبهذا نحتاج وزنتين إضافيتين 2 كل مرة لتحديد العدد من كل نوع. قم 
باختبارذلك ستجد أن استخدام الرباعيات لن يكون أفضل. وبالمثل؛ فإن استخدام 
الثلاثيات لن يحسن الوضع. أما إذا حاولنا خماسيات أو سداسيات فإن الوضع يصبح 
معقدًا. 

إن ذلك لا يعني عدم وجود إستراتيجية تنفذ المهمة بعدد أقل من 13 وزنة 
لكننا لن نخوض ب2 هذه المسألة هنا أكثر من ذلك. لا 
(at Luss‏ (7,5,0) [باشيه - [Bachet‏ 

نستخدم 2 هذه المسألة ميزانًا ذا كفتين مع توافر مجموعة الأوزان النحاسية 
العيارية المختلفة. قبل اكتشاف الميزان الحديث كانت المحلات التجارية تستخدم 
أوزانًا عيارية نحاسية من GLEAN‏ التالية: وزنة واحدة وزنها أونصة:» وزنتان وزن كل 
منهما 2 أونصة» وزنة واحدة وزنها 5 أونصات» وزنتان وزن كل منهما 10 أونصات» وزنة 


واحدة وزنها 20 أونصة» وزنة واحدة وزنها 50 أونصة. من الواضح أنه يمكن الحصول 
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على أي وزن (عدد صحيح) من 1 إلى 100 أونصة باستخدام هذه الوزنات العيارية. على 
سبيل المثال: 
1+ 2+ 5+ 10+ 20+ 50 = 88 . 

ماأصغرعدد من فثئات الوزنات المختلفة التي نحتاجها لوزن جميع الأوزان 
الصحيحة من 1 إلى 40 أونصة؟ 
الحل: 

هل من الضروري حل المسألة 2 النظام العشري؟ ماذا لو استخدمنا النظام 
الثنائي Lege‏ عن ذلك ؟ يقترح علينا النظام الثنائي استخدام فثات الوزنات: 1 
أونصة» 2 أونصة» 4 أونصات» 8 أونصات» 16 أونصة»ء 32 أونصة. أي فقط ست فثات 
من الوزنات. لاحظ أنه يمكن كتابة أي عدد من 1 إلى 40 إلى عدد مقابل 2 النظام 
الثنائي. لذا يكون من الواضح أن ست فئات من الوزنات تفي بالغرض. على سبيل JEL‏ 
العدد الثناتي الذي يقابل العدد العشري 27 هو 11011 . أي Lai‏ نحتاج للحصول على 
الوزن 27 إلى 16 أونصة» 8 أونصات» 2 أونصة؛ 1 أونصة. 

هل يمكن إنجاز المهمة بأقل من ست فئات من الوزنات؟ لنفرض أن لدينا خمس 
فئات من الوزنات. ما عدد الأوزان المختلفة التي يمكن الحصول عليها باستخدام خمس 
فتات من الوزنات؟ آي» كم عدد المجموعات الجزئية من مجموعة عدد عناصرها 5 ؟ 
الإجابة (وجدناها 2 الفصل الأول) هي 32 = 25 . وبما أن المطلوب هو إيجاد الأوزان 
من 1 إلى 40 فإنه من الواضح أنه من غير الممكن إنجازذلك بخمس فتات من الوزنات. 
إذن» نحتاج على الأقل ست فئات وقد بينا كيفية إنجازذلك بست فثات. لا 

ماذا تواكسايلنا فيلا وغيرفا 2 شروظ الساكة 4 لتشركن آنه يسمخ LY‏ :وضع آوزان 

على كفتي الميزان. على سبيل المثال» الفئات 9,3,1 من الوزنات كافية لوزن أوزان من 
1 إلى 13 ويمكن إنجازذلك على النحو التالي: لنفرض أن المطلوب هو إيجاد وزن 
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كيس 5 . الجدول 1 يبين كيفية إيجاد الأوزان من 1 إلى 13. من السهل أن ترى أننا 


استخدمنا عمليات طرح ‏ ست من أسطر الجدول للحصول على الوزن المطلوب. 


كفة الميزان اليمنى | كفة الميزان اليسرى | الأوزان 
5 1 1 
ip‏ 3 2 
5 3 3 
5 143 4 
14+3+8 9 5 
345 9 6 
3+5 1+9 7 
ig‏ 9 8 
5 9 9 
5 1+9 10 
ipi‏ 349 11 
5 3+9 12 
5 14+3+4+9 13 
جدول رقم )١(‏ 


)۸.۲,۵( تحدي‎ iua 

أثبت استحالة الحصول على الأوزان من 1 إلى 13 باستخدام فئتين من الأوزان 
فقط. 
AAT Live‏ تحدي )9.9.0( 


استخدم فكرة السماح بوضع أوزان 2 كفتي الميزان لإيجاد أصغر عدد من فتات 


= Wi. 
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الأوزان اللازمة للحصول على الأوزان الصحيحة من 1 إلى 40 أونصة. يجب أن تبين أن 


النظام الذي استخدمته سينجز المهمة وأن تثبت استحالة إنجاز المهمة بعدد أصغر. 


(14.9.0) تحدي‎ At line 
صمم خوارزمية لإيجاد أصغر عدد من فتات الأوزان اللازمة للحصول على‎ 
عدد صحيح موجب. يجب أن تصمم‎ N أونصة حيث‎ N الأوزان الصحيحة من 1 إلى‎ 

خوارزمية لتنفيذ طريقة “كفة واحدة وأخرى لتنفيذ طريقة "الكفتين". 
مسأل )19.9.0( 

لدينا 13 حبة لؤلؤ وميزان ذو كفتين. ولنفرض أنه عند مقارنة وزن أي ست 
حبات بوزن أي ست حبات أخرى نجد أن الوزنين متساويين. أثبت أن وزن جميع الحبات 
متساوية الوزن. 
الحل: 

لنفرض أن النتيجة خاطئة. لنفرض أن حبات اللؤلؤ هي و P, Pp‏ . رتب 
الحبات تناقصيئًا من حيث أوزانها بحيث تكون الحبة الأثقل على اليسار. الآن؛ إما أن 
Pca} Chet‏ قا و Otel See (PP oP)‏ الوزقية | لا 
و {R R Fg}‏ مختلفان od)‏ أحد حبات اللؤلؤ سيكون وزنها أكبر من وزن 
جارتها التي على يمينها). وهذا تناقض. U‏ 


)۱۲,۲,۵( تحدي‎ At line 


ما خصوصية العددين 6 و 13 2 المسألة السابقة؟ هل نستطيع إيجاد مثال 


تكون فيه النتيجة خاطئة إذا استبد لنا هذين العددين بعحددين آخرين؟ 


- VE - 


09) 


©) 


(1) 


($) 


(°) 


CY) 


الرياضيات المسلية 
تمارين على dasti‏ الخامس 


لديك 27 وزنة نحاس من الأوزان 15,22,32,...,277 جرام على التوالي. كيف 
يمكن تقسيمها إلى ثلاث مجموعات أوزانها متساوية؟ 

لديك 5 وزنات نحاسية جميعها متشابهة من حيث الشكلء لكن أوزانها 
مختلفة. استخدم ميزان ذا كفتين وأصغر عدد من الوزنات لترتيب أوزانها من 
الأخف إلى الأثقل. 

نريد استخدام سيارة جيب لنقل 100 جالون من البنزين إلى مركز صحراوي 
يبعد مسافة 500 ميل. سعة خزان وقود الجيب 10 جالون ويستطيع أن يقطع 
ے الخزان مسافة 200 ميل. يستطيع الجيب أن يحمل ثلاث صفائح بنزين 
إضافية سعة كل منها 10 جالونات. صمم إستراتيجية بحيث يقطع الجيب 
المسافة الكلية على مراحل يوصل البنزين إلى نقطة معينة ثم يعود لإعادة تعبئة 
خزان الوقود وحمل البنزين الإضاة وهكذاء لكنه 2 النهاية ينجح 2 توصيل 
0 جالون من البنزين إلى المركز الصحراوي. 

ما التعديل الذي يمكن إجراءه على إستراتيجية التمرين (") إذا كان هناك 
محطة بنزين على بعد 350 ميلاً بحيث يسمح للجيب باستخدامها لتعبئة 
خزان وقود, لكن لا يسمح له ياستخدامها لتعبئة صفائح البنزين؟ 

ما التعديل الذي يمكن إجراءه على إستراتيجية التمرين (*) إذا كانت سعة 
خوان وکو اجيب 20 حاكوكا ويسخطيع أن كع ماف 20 ميلا ك cpt‏ 
لكن لا يستطيع حمل أكثر من صفيحتين سعة كل منهما 10 جالونات؟ 
اشتركت 2 برنامج ألعاب على إحدى محطات التلفاز وعليك أن تختار واحدة 
من الجائزتين الماليتين 4 المغلفين اللذين يحملهما مقدم البرنامج. عندئن» 
سألك مقدم البرنامج أن تختار أحد المغلفين (تعلم مسبقا أن كل Logio‏ 
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أساليب حل المسائل 


(Y) 


(A) 


(A) 


يحتوي على مبلغ من المال). بعد أن قمت باختيار المغلف أخبرك مقدم البرنامج 
أن المبلغ المالي الموجود بے أحد المغلفين يساوي ثلاثة أمثال المبلغ المالي الموجود 2 
المغلف الآخرء لكنه لم يخبرك أيهما. قمت بفتح المغلف الذي اخترته ووجدت أنه 
يحتوي على مبلغ 150 دولارًا . لذا فالمغلف الآخر إما أنه يحتوي على 50 دولارًا 
أو 450 دولارًا. الآن» سألك مقدم البرنامج عن رغبتك 2 استبدال المغلفين. 
هل من الحكمة أن تستبدل الجائزتين؟ لماذا؟ إذا استبدلنا "ثلاثة أمثال" ب 
"مثلين" أو "مثل ونصف المثل" ماذا سيكون قرارك؟ 

لديك 10 حبات لؤلؤ متشايهة الشكل» لكنها تتكون من ثلاث فثات أوزان: 8 
منها لها الوزن نفسه» واحدة أخف من الثمانية وواحدة أثقل من الثمانية. ما عدد 
الوزنات اللازمة ياستخدام ميزان ذي كفتين لمعرفة الحبتين المختلفتين وتحديد 
أيهما الأخف وأيهما الأثقل؟ 

هذا التمرين مأخوذ من [BAL]‏ وضعنا 10 فيشات 2 صف واحد على طاولة. 
تتكون الخطوة من أخذ فيشة وتمريرها فوق الفيشتين التاليتين لها (سواء 
كانتا على يمينها أو يسارها) ومن ثم وضعها فوق الفيشة الواقعة مباشرة بعد 
هاتين الفيشتين. الهدف هو تجميع الفيش 2 خمس أكوام كل منها يحتوي 
على فيشتين والمسافات بين الأكوام متساوية. كيف يمكنك إنجاز ذلك ؟ 


هل تستطيع إنشاء مربع سحري من النوع 3 ×3 باستخدام Sol‏ 9 أعداد فردية؟ 


)٠١(‏ هل تستطيع إنشاء مريعًا سحريًا من النوع 3 ×3 باستخدام أول تسعة أعداد 


زوجية؟ 


)١١(‏ هل تستطيع إنشاء مريع سحري من النوع 3 ×3 باستخدام أي 9 أعداد 


صحيحة موجبة متتالية؟ 


(\Y)‏ اشتريت ميزانًا جديدًا. هذا الميزان له 3 كفات بحيث يمكن استخدامها Cae‏ إذا 


وضعت ثلاثة أوزان 2 الكفات الثلاث يبين الميزان التالى: إذا كانت الوزنات الثلاث 


- WI- 


(10) 


O5) 


(12) 


الرياضيات المسلية 


متساوية فإن الميزان سيظهر ذلك وإذا كانت وزنتان متساويتين والثالثة أخف أو 
أثقل فإن الميزان يظهر ذلك. أما إذا كانت الوزنات الثالاث مختلفة فسيظهر على 
الميزان الأثقل؛ الثقل الأوسط: الأخف. لديك OF)‏ 9 حبات لؤلؤ إحداها مختلفة 
كما 2 المسألة .)١,7,5(‏ بين أن بالإمكان معرفة الحبة المختلفة بوزنتين فقط. 
استخدام ميزان التمرين رقم )11( لإيجاد عدد الوزنات اللازمة لمعرفة حبة اللؤلؤق 
المختلفة من بين 12 حبة (مع معرفة هل الحبة المختلفة أثقل أم أخف). ماذا عن 
5 حبة لؤلؤ؟ 

ما عدد الوزنات اللازمة 2 التمرينين (VY)‏ و(18١)‏ لو كنا نعرف مسبقا أن الحبة 
المختلفة هي الأثقل؟ كم عدد الحبات التي يمكن تحديدها 2 وزنتين؟ 2 ثلاث 
وزنات؟ 

المربع اللاتيني (latin square)‏ من النوع NXN‏ هو رقعة مربعة طول ضلعها n‏ 
مقسمة إلى 77 مريع وحدة بحيث نضع ay:‏ اقل العتلاطرة Aia‏ حبات 
كرز» حبات مكسرات» حبات فاصولياء» قطع نقود وهكذا. الهدف هو أن نضع 
حبة واحدة فقط من كل نوع 2 كل صف وكل عمود. 

أنشئ مربع لاتيني من النوع 2 2 . كم عدد المربعات اللاتينية المختلفة من 
النوع 2 ×2 ؟أنشئ مريع لاتيني من النوع 3 ×3 . كم عدد المريعات اللاتينية 
المختلفة من النوع 3 ×3 ؟ 

من المعلوم أن عدد المريعات اللاتينية المختلفة من النوع 8 ×8 أكبر من ”10 
وأصغر من ”10ء لكن إثبات ذلك صعب. هل تستطيع تقديم تقدير مناسب 
للحد الأعلى لعدد المريعات اللاتينية المختلفة من النوع 8 × 8 ؟ 

حاز موضوع المريعات اللاتينية على اهتمام باحثي الرياضيات 2 الوقت الحالي. 
على سبيل SLM‏ تبين استخدامها 2 إجراء تجارب غير متحيزة لخدمة أيحاث 


تتعلق بالزراعة. 
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أساليب حل المسائل 


$ 9,61,52,94,46,18,... ما الحد التالي 2 المتتالية‎ )١5( 

V)‏ \( لعبة الحياة (اكتشفها جون هورتون كونوي- (John Horton Conway‏ تحتاج 
إلى رقعة مقسمة إلى مربعات كورقة رسم بياني كبيرة. تبدأ بوضع علامة X‏ 
(أوتظليل) على بعض المربعات وهؤلاء هم "سكان" المجتمع الذي تنتمي إليه. 
شخصان (مريعان) يكونان متجاورين إذا اشتركا 4 ضلع أو ركن. أي أن لكل 
مريع 8 جيران» أريعة منهم على اليمين واليسار أو على الأعلى والأسفل وأريعة 
منهم على القطرين. قواعد اللعبة على النحو التالي: (i)‏ إذا كان ثلاثة 
أشخاص جيرانًا للمريع الفارغ نفسه فإنهما سينتجان خلفًا (شخص رابع) لمليء 
هذا المريع (11) إذا كان لشخص أربعة جيران أو أكثر فإنه سيموت من الازدحام 
(111) إذا وجد شخص بدون جيران أو له جار واحد فقط فإنه سيموت من الوحدة. 
لنفرض أننا بدأنا بمجتمع ol‏ طريقة. عندئذ» يتم تطبيق القواعد الثلاث 
مباشرة لإنتاج التوزيع التالي للمجتمع. هل يوجد مجتمع نبدأ منه بحيث ينتج 
مجتمع دوري (أي يتكرر بعد عدد منته من الخطوات)؟ جرب ثلاثة مريعات 2 
صف أفقي. هل يوجد مجتمع نبدأ منه ويبقى ثابتًا (أي لا يزيد أو ينقص أبدا) ؟ 
هل يوجد مجتمع نبدأ منه بحيث يموت مباشرة أو بسرعة ؟ هل يوجد مجتمع 
نبدأ منه يستمر 2 الإنتاج ويزداد بلا حدود ؟ 

(A)‏ يتم إلقاء حجر نرد ذي ستة وجوه مرقمة بالأعداد من 1 إلى 6 . إذا لم يظهر 
العدد 6 2 الرميات الثلاثين الأولى تأخن مبلغ مليون دولارء وإذا ظهر العدد 6 
4 أول ثلاثين رمية فإنك تدفع مائة دولار. هل لصالحك أن تلعب هذه اللعبة؟ 

45م *هذا اتر ماخوة من BA‏ ,طحت Sy‏ اا Sigs‏ كفا lay‏ 


وسلة ملفوف. لا يمكن ترك الثعلب منفردًا مع الماعز لأنه سيأكلها. وللسبب 


» و ee‏ المترجمان: المكان المناسب لهاتين المسألتين هو الفصل السابع. 
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ذه 


(۱) 


(YY) 


(YY) 


+ 


الرياصيات المسلية 


نفسه لا يمكن ترك الماعز مع سلة الملفوف لأنه سيأكلها . ولكن يمكن ترك 
الثعلب مع سلة الملفوف لأنه لا يأكل الملفوف. 

عند أحد مراحل السفر كان عليهم عبور نهر ووسيلة المواصلات المتاحة هي قارب 
صغير يتسع للرجل والثعلب فقط أو الرجل والماعز فقط أو الرجل وسلة الملفوف 
فقط. كيف يتمكن الرجل ومرافقيه من عبور النهر؟ ما أصغر عدد من الرحلات 
اللازمة لإنجازذلكت؟ 

# »هذا التمرين مأخوذ من [BAL]‏ يحتاج ثلاثة رجال وثلاثة أولاد عبور النهر. 
وسيلة المواصلات الوحيدة المتوافرة هي قارب صغير يتسع إما لرجل واحد فقط أو 
لولدين فقط. كل من الرجال والأولاد يستطيع التجديف. كيف يمكن إتمام 
الرحلة وما أصغر عدد من الرحلات اللازمة لذلك؟ 

يتحرك الملك 2 لعبة الشطرنج من المريع الموجود عليه إلى أي مريع آخر مجاور 
له سواء gf Creat! GN‏ ااا of Lau Yl gi Le‏ قمجزينا/ يلتم اكل قطعة 
الشطرنج Ob‏ تحرك قطعتك فوق تلك القطعة (إلى المريع الذي يحويها). ما 
آكبر عدد من الملوك الممكن وضعها على مريعات رقعة الشطرنج بحيث لا 
يستطيع أي ملك أكل أي ملك آخر؟ 

تتحرك ASW‏ (الوزير) ‏ لعبة الشطرنج من المريع الموجودة عليه خطيًا بأي عدد من 
المربعات ب2 أي من الاتجاهات: إلى أعلى أو أسفلء إلى اليمين وإلى اليسارء قطريًا. ما 
أصغر عدد من الملكات الممكن وضعها على مريعات رقعة الشطرنج بحيث تستطيع 
الملكة أكل جميع المريعات ؟ [المريع المشغول بملكة لا يمكن أكله بالملكة نفسها]. 
*لدينا الشكل الهندسي المبين 2 الشكل رقم (EA)‏ 


المترجمان: الموقع المناسب لهذه المسألة هو الفصل الأول. 
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أساليب حل المسائل 


NA 


شكل رقم (\tA)‏ 
بين أنه يمكن أن تبدأ عند أي نقطة من نقاط القطع المستقيمة وترسم بقلم 
رصاص Dla‏ متصلا te fies‏ فلك النقطة ونزور aves‏ الخظع ال ية رة 
واحدة فقط إإرشاد: نوعية درجات الرؤوس مهمةا. 
(Y£)‏ كتبنا الأعداد ...,3 ,1,2 بالتتالي (كعدد واحد). ما الخانة 40000 s‏ 
(YO)‏ يمتلك تاجر دورقًا يحتوي على 24 أونصة من السائل الثمين. لنقل السائل من 
وعاء إلى آخر يستخدم التاجر ثلاثة دوارق فقط سعتها: 5 أونصات» 11 أونصة» 
13 أونصة. كيف يتمكن التاجر من تقسيم السائل إلى ثلاث أجزاء متساوية ؟ 
(Y)‏ الشكل رقم )14( يبين تكاليف السفر بين عدد من المدن ؟ 
$325 سان فرانسيسكو 


$400 


دالاس 


540 


$275 


شكل رقم )189( 
يبدأ المسافر من مدينة سان فرانسيسكو وينهي الرحلة 2 مدينة سان فرانسيسكو 
(المدينة التي يسكنها). ما المسارالأقل كلفة الذي يسلكه المسافر بحيث يزور كل 
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الرياضيات المسلية 


من المدن مرة واحدة على الأقل؟ 

هذه حالة خاصة من مسألة البائع المتجول المشهورة (وهي مسألة لم يتم التوصل 
إلى حل نهائي لها لحد الآن). سبق وأن تطرقنا لها 2 تمارين الفصل الرابع. 

are Le‏ المصفوفات من النوع 77 / التي جميع عناصرها 1+1 بحيث يكون 
ضرب عناصر أي صف Sig‏ عمود يساوي 1- 


www.abegs.org 


hasti‏ السادس 


الجبروالتحليل 


Algebra and Analysis 


)1.1( القليل من الجبر 
A Little Algebra‏ 


الجبر من الموضوعات الغنية بالمسائل والمهارات التي يمكن استخدامها للتدريب 
على تعلم أساليب حل المسائل. نقدم aas‏ منها 4 هذا البند. 


(5,1,1) atlas 

إذا كان 7 عددًا صحيحا Cee ge‏ فأثبت أن العدد 7- n?‏ يقبل القسمة على 
العدد 3. 
الحل: 


يمكن تحليل العدد ۸ - 7,3 إلى (1+ (n —1)n(n‏ . هذه ثلاثة أعداد صحيحة 
متتالية ومن ثم فحاصل ضربها يقبل القسمة على 3 . ويهذا فالعدد 1 — n?‏ يقبل 
القسمة على 3. لا 
مسأل (۲.۱,۹) 

إذا كان ۸ عددًا صحيحا Lege‏ فأثبت أن العدد n‏ — 77 يقبل القسمة على 5 . 
الحل: 

إذا حاولنا محاكاة المسألة السابقة وقمنا بتحليل العدد فإننا نحصل على: 

n — n = كمام‎ — 1) = n(n? — 1)(n? +1) 
= n(n — 1)(n +1)(n? +1) 


SÝN 


أساليب حل المسائل 


وبما أن القواسم ليست خمسة أعداد صحيحة متتالية فإن المسألة ليست بسهولة 
المسألة السابقة. وعوضًا عن ذلك لاحظ أنه إذا كانت خانة آحاد العدد الصحيح 7 هي 
إحدى الخانات 61.0 4» 5» 6» 9 فإن أحد الأعداد (1- (n +1) in (n‏ يجب أن 
يقبل القسمة على العدد 5 .ومن ثم يقبل حاصل الضرب القسمة على العدد 5 Lai.‏ إذا 
كانت خانة آحاد العدد الصحيح 7 هي إحدى الخانات 2: 3: 867 فإن خانة آحاد n?‏ 
هي 4 أو 9. ومن ثم فإن 1 + 75 يقبل القسمة على 5 . وبهذا نخلص إلى أنه مهما كان 
العدد 7 Ola‏ 7 - 77 سيقبل القسمة على العدد 5. Ll‏ 
AAT Live‏ تحدي (1.١,؟)‏ 

إذا كان 7 عددًا صحيحا Cie ge‏ فأثبت أن العدد 7 - n‏ يقبل القسمة على 


T العدد‎ 
)4,1,51( At law 
أثبت المتطايقة التركيبية:‎ 
k k k +1 
ea = 
m m +1 m +1 
الحل:‎ 


يأخن الطرف الأيسر: 


k k e! k! 
E NE Wik Ol” mre 


(m + 1)k! (k — m)k! 
` (m+DIK—m)! (m +1)!(k — m)! 
7 (k + 1k! 
` (m+ 1!) m)! 
= (k +1)! 
` (m+ I" (kK+1)—(m +1))! 
k+1 
[ns] 
L وبهذا نحصل على المطلوب.‎ 
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الجبر والتحليل 


أثبت الصيغة التركيبية (مفكوك ذات الحدين): 
(a + 0)" = a + | lak +| a‏ 
2 1 
sor a Se +‏ ال 
الحل: 


من الواضح أن ضرب حدود المقدار “(5 + (a‏ للحصول على الفكوك يمكن 
إيجاده بسهولة إذا كان k‏ صغيرًاء لكن من الصعب إيجاد ذلك عندما يكون k‏ ڪبيرًا. 
إن ذلك يقترح استخدام الاستقراء. 

عند 1 = k‏ نحصل على a +b = a +b‏ وهذه المساواة واضحة:؛ لكنها غير 
مفيدة لرؤية الحل alati‏ ولذا دعنا نحاول 2 = ): 


2 
(a+b? =a? + i ab +b? = a? +2ab +0’ 


a? |b + b? 


2 
2 
SEGR 


هذه العبارة مألوفة لدينا وهي أيضا صائبة وتتطابق مع الصيغة المطلوب برهانها. 
نفرض الآن أن truall‏ صائبة عند k‏ . المطلوب الآن هو استخدام صواب العبارة 


عند k‏ لإثبات صوايها عند 1 7 . لذا فإننا نفترض صواب : 


(a + b)F = a + 1 aî 1b + û De 0 


k—2 


+ Jao +o 


k—1 


بضرب الطرفين بالمقدار (a +b)‏ نجد أن: 
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(a +b" = 


| k k 
(a + b) af + i aF 1b + afb? +... + ممم‎ 


(k —2) 


+ 


Jao 40! 


k 
(k — 1) 
يفكت الطرف الأيمن. لاحظ أن كل من الحدود "075 (عدا‎ OF! نقوم‎ 


الحدين 0511 و (OT‏ يتكرر مرتين 2 المفكوك. ومن ثم نحصل على : 


(a +b) = att + 1+ ' ab + 1 + : ۾‎ 
+ + i a 2b 4... 
دكت ا‎ 
+ a ce 


وياستخدام المسألة السابقة عن معاملات ذات الحدين نجد أن: 


| k+1 REL 
(a +b)! = ak* + (k +1)ab + 5 je 1p? + 0 0 


k +1 k+1 
21-1 
0 
a -| k 
وبهذا ينتهي الاستقراء ونكون قد يرهنا صيغة‎ . (k + 1( وبهذا فالعبارة صائبة عند‎ 
Ll مفكوك ذات الحدين.‎ 


++ ab" + bf 


أي العددين أكبر : العدد )0.000001 +1( = a‏ آم العدد 2 ؟ 


ATs 


الجبر والتحليل 


الحل: 

قبل قراءة حل المسألة» حاول إيجاد الحل باستخدام AT‏ حاسبة. ما المشكلة التي 
ستواجهها؟ والمشكلة نفسها ستظهر عند استخدامك لمعظم الحاسبات الآلية: دائمًا 
تحصل على إجابة مقرية لعدد معين من المنازل العشرية. لذا سنحاول إيجاد حل 
تحليلي لهذه المسألة. 


, 1 k 
العدد‎ . 2.718٠٠٠ تذدكر أن 1 يؤول إلى العدد © وهو‎ «Jott وكإرشاد‎ 


© هوك واقع الأمرهذه الصيغة عندما 1000000 = k‏ . لذا ستتوقع إن » أكبر من 
2 . لإثبات Sota‏ نستخدم مفكوك ذات الحدين للعدد 0 ونجد: 
a = (140.000001)‏ 
(حدود أخرى موجبة) + 0.000001 × 1999999 x‏ 1000000 + 11000000 = 
(عدد موجب) +4 1+1 - 
2> 
وهذا golga‏ كو Mad‏ اكير من 3 L‏ 
CANIMA‏ 
أي العددين أكبر : ?100010 ai‏ ”1001 ؟ 
الحل: 
نستخدم مبرهنة ذات الحدين مرى أخرى: 
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1000999 = [1000 + 1] 


= 1000999 + 999 x 10009798 x 1+ 


999 
8 م‎ 1000997 x 1? 


999 
+) 3 x 1000 x 18 +... + 


0 
x 1000? x 1992 + 


999 1000 x 19% +1 
997 ون‎ a 


10009 + ...+ 1000999 + 1000999 < 
1000 مره 


1000 = 
ويهذا يكون العدد 10001907 هو الأكبر. 


له 


الملاحظة المهمة 2 المسألة السابقة هي أننا لم نقم بإجراء الحسايات المطلوبة. 


لاحظ Éi‏ عدم إمكانية حساب ذلك باستخدام dal‏ برمجة عادية مثل فورتران 


(FORTRAN)‏ وتك scat hr‏ 10001 كبير جداء هخ لمكن استخدام الترميز 


العلمي (الأسي) أن 10° × 1 = 10000 لكن هذا لن يؤدي إلى نتيجة د 


قيفه 


لغرض المقارنة المطلوبة 4 المسألة. لكن من ناحية أخرى» يمكن استخدام برامج حاسب 
آلي جبرية مثل MATHEMATICA‏ أو AXIOM si MAPLE‏ مع صعوبة حساب عدد كبير 


مثل 1001 المكون من حوالي 3000 خانة. أما إذا كنت متمرسا 2 الحسابات 


فبإمكانك Leila‏ استخدام مرشح لمقارنة أي عدد بأي عدد آخر, لکن ذلك يحتاج إلى 


وعوضًا عن هذه التقنية الحديثة لحل المسألة فإننا استخدمنا فكرة بدائية 


¥ 
ولكنها 2 غاية الأهمية من التركيبات. وبهذا حصلنا على حل بسيط ومباشر سهل 


dogs‏ والتحقق من صوابه. 


-YM - 


الجبر والتحليل 


)4.15( (at lana 
فاحسب قيمة:‎ Éa go صحیحا‎ hae k إذا كان‎ 


1 1 1 1 
pede — I‏ + 
1x3 2x3 (k-11) xk ` kx(k +1)‏ 
الحل: 
إحدى الطرق لحل هذه المسألة تكون بحساب المجموع لعدد من قيم k‏ الصغيرة 
مكل 21214 وف ق الحف صن EERE A‏ ذلك اول 


لنفرض أن المجموع هو ,5 . عندئن؛ نجد أن: 


من الواضح وجود نمط لهذا المجموع مما يشير إلى استخدام الاستقراء لإثباته. 
العبارة المطلوب إثباتها هنا هي: 


k 
0218 
k +1 
صائبة. أي أن:‎ S; لكل عدد صحيح موجب ۸ . أثبتنا صواب 5 . لنفرض الآن أن‎ 
1 1 1 1 1 
1 12 2x3 (j—1D xj jx(j+1) 2+1 
1 


(G FUG +2) 
إلى الطرفين نحصل على:‎ 
j 1 j+1 


P 0 GAUTI 542‏ 
وهذا يثبت صواب Siy‏ . ويهذا يكون البرهان بالاستقراء قد انتهى ووجدنا صيغة 
للمجموع ,5 . 
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نقدم OF!‏ طريقة أخرى سريعة لإيجاد هذا المجموع؛ ومع أنها تحتاج إلى بعض 


التحايل لإيجاد هذا المجموع؛ لكن هذا تحايل مهم ويجب أن نكون على دراية به: 
نقدم طريقة لتحويل المجموع إلى مجموع متناوب "تلسكوبي" ومن ثم تتم 


عملية الاختصار. لهذا نكتب: 
1 1 1 1 
او کو — = , 
1x2 2x3 (k—1)xk ` kx(k +1)‏ 
j1_1 ił oO‏ ,1_1 
k k+l‏ 4 43 )3 2( )2 1 
م ميوت 
k+1 k+l‏ 
لا 


(لاحظ أن جميع الحدود تختصر بعضها البعض ما عدا الحدين الأول والأخير). وهذا 


بالطبع يتفق مع صيغة ,5 التي وجدناها سابقًا*. 
1 


)٩.۱.1(ي تحد‎ AT Live 
جد المجموع:‎ 

| 1 | 1 | 
1x2x3 | 2 >» 3 <>» 4 | 3 »ا‎ 4 > 5 0 


1 1 


` (k—-2)(k —1)k 
حل المسألة بالطريقتين اللتين استخدمناهما 2 حل المسألة السابقة.‎ 


)٠١,۱,1( Atlas 
احسب المجموع:‎ 
1x24+2x3+3x4+-:-4 


المترجمان: الحيلة التي استخدمناها 2 الحل الثاني للمسالة هي ملاحظة أن 
RET 2 :‏ حيث يمكن التحقق من ذلك بجمع كسري الطرف الأيمن للحصول 
على الطرف الأيسر. كما يمكن التوصل إلى الطرف الأيمن من الطرف الأيسر بطريقة 


k +1‏ 
شائعة الاستخدام تدعى طريقة التفريق إلى كسور جزئية فعلية. 
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الحل: 

نبدأ بمحاولة إيجاد نمط للمجموع. نفرض أن ,1 هوالمجموع المطلوب. 
AT 04 TD ae‏ كر لاك زر 

من الواضح عدم وجود نمط نعتمد عليه. وعوضًا عن ذلك سنحاول أسلوب 
"الاختصارات" الذي استخدمناه 2 الحل الثاني من المسألة السابقة. كيف يمكن 
الاستفادة من وجود عامل مشترك بين كل حدين متتاليين؟ يمكن محاولة كتابة 
الحدود على النحو: 

() T, = 20+3)+32+4)+4(3+5)+--n[(n—1)+(n + 10| 

وباتطيع إن هنذا Stole‏ حيري deed‏ اق كا من الحدود »2 3X4‏ 
وهكذاء تكرر مرتين ما عدا الحدان الأول والأخير فهما لم يتكررا. لذا مع أن (*) خاطئة 
إلا أنها تقودنا إلى فكرة جيدة حيث نستطيع كتابة: 

21 + 3( + 32 + 4) + 4)3 + 5) +--+n[(n-l+(n+)] 
= 211 2 + 2 << 83 ل‎ 3 x<4 + -n(n +1)| - 1 <2 - n(n +1) 

لاحظ أننا طرحنا الحدين 2 ×1 و )1+ n(n‏ من الطرف الأيمن لأنهما لم 
يتكررا مرتين 4 الأصل. CO)‏ 

2x41 3x6 14x8 +... +] n X2n = 2T, —2—n(n +1) 
أى أن:‎ 

(x) 222 + 3 + 4 4-4 n?] = 27, —(n? +n +2)‏ 
ولكن سبق وأن حسبنا مجموع مريعات الطرف الأيسر وهو: 
2n3 + 3n +n‏ 


a 


0 


= ?م 4... 324+ 22 + 1 


إذن: 
In? + 3n? +n —6‏ 
6 


EP Eg ح‎ 
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بالتعويض عن ذلك 2 المعادلة (**) نجد أن: 


3 2 _ 
21 عد‎ SM FR كد‎ (ea 


6 
وبحل هذه المعادلة لإيجاد قيمة T,‏ تنحصل على: 
T _ nin +I(n +2)‏ 5 
“an 3‏ 
Atle‏ تحدي CNT)‏ 
جد المجموع: 
1x2x3+2x3x44+3x4x54---+n(n+1)(n +2)‏ 


باستخدام أي طريقة يما 2 ذلك استخدام طريقة مشابهة للتي اتبعناها 2 حل المسألة 
السايقة. 
)4,¥( المتباينات 
Inequalities‏ 


المتباينات هي إحدى الركائز المهمة 2 التحليل الرياضي وتستخدم خليطًا 
دقيقًا من التبريرات الكمية والنوعية. نقدم 2 هذا البند بعض التدريبات على التعامل 


مع المتباينات. 


إذا كان 0 و 5 عددين حقيقين موجبين فأثبت أن: 
و2 
a’ +b‏ 
ab <‏ 
2 


الحل: 
يمكن إعادة كتابة المتباينة على النحو : 
2ab > a? + 2‏ 
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وبيهذا نتعرف على بعض حدود مبرهنة Old‏ الحدين. وبإعادة ترتيب المتباينة نحصل 
غلى + 

0 < a - 205 + b? 
الآن» الطرف الأيمن هو مربع كامل» لذا فالمتباينة هي:‎ 

(a - (7‏ > 0 
وهذا صائب OY Leila‏ مريع أي عدد حقيقي يجب أن يكون غير سالب. 
لاحظ استخدامنا التبرير الإرجاعي لتحويل المتباينة المطلوب إثباتها إلى عبارة 

صائبة Leila‏ من الممكن التحقق من صواب التبرير على النحو التالي: 
(a—b)? < 0 giles‏ لكل عددين حقيقين 0 و 0 فإن: 

a —ab +b? >0‏ 
وبإعادة الترتيب نجد أن: 

GA +b? > 08 


وهذا بالضبط ما نود إثباته. L‏ 
سنستخدم التبرير الإرجاعي لحل بعض المسائل اللاحقة؛ لكننا نترك التحقق 
المباشر من هذه الحلول (بطريقة مماتلة للمسألة السايقة) للقارئ. 
المسألة (5,؟,؟) حالة خاصة من الحقيقة التي فحواها: "الوسط الحسابي 
أكبر من gi‏ يساوي الوسط الهندسي" حيث الوسط الحسابي (المتوسط) للأعداد 
Ay, lo,- Ay‏ هو : 


atat Fe 
k 


M 


- ومو - 
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والوسط الهندسي لهذه الأعداد هو: 


G = | yy ٠-0 fia 


كل من هذين الوسطين وسيلة ملائمة لإيجاد متوسط k‏ من الأعداد الموجبة 
إحداهما مبنية على عملية الجمع والأخرى مبنية على عملية الضرب والعلاقة بين 
هدين الوسطين هي: 


(¥.9.4) athe 

إذا كانت a, ao, a,‏ أعدادًا حقيقية موجبة فأثبت أن: 

G<M 

الحل: 

إحدى الطرق لحل هذه المسألة هي الاستقراء الرياضي على عدد الأعداد ).2 
المسألة السابقة أثبتنا المتباينة 2 حالة 2 = k‏ . لنفرض الآن أن العبارة صائبة عندما 
j‏ = ۸ . آي نفرض صواب: 

a Fa, He Ta; 
1 

نقوم OF!‏ بإعادة تسمية الأعداد على النحو التالي: 


(x) [aay a; f < 
a= bî a, = Ucat, = b! 

عندئن» نرى أن فرضية الاستقراء (*) هي: 
P bi + bj eee‏ 


bb, =b; < 
أو:‎ 
0 lbh, obj] > bi + bj +... + 
وبهذا الترميز الجديد يكون المطلوب إثبات أن:‎ 
(ł) ) + 1)[bb bjp] < bi! + 1إ‎ fe bt 


= £ - 


الجبر والتحليل 


لاحظ أن جميع الأعداد ,0 ليست صفرية (لأنه لو كان أحدها يساوي صفرًا 
فإن 0 = € ويهذا تكون المتباينة صائبة). 


بقسمة (1) على DIT)‏ ووضع: 


(§+ 1( ك رديه[‎ oft? + ft? توس فك‎ 5 41 
(**) (i + Deeg -*c, | -1 > ci? ejt! +--+ ej 


والمطلوب الآن إثبات صواب (**) لجميع الأعداد الحقيقية الموجبة 
CCC)‏ . بتطبيق فرضية الاستقراء (T)‏ على الأعداد: 
FDIS Jt a ld‏ 
fl x +D yens om li] < ci + ft + ...+ tt‏ 


بالتعويض عن ذلك L‏ المتباينة (**) نجد أنه كاف إثبات أن: 


(i + Dla ٠٠: [ن‎ -1 > E x cD x ... x cii 


ومن لمكن سيط هذه القبايك ةيوضع [ ود وا خا چان 
المطلوب إثباته هو 1m! -1 > jmi!‏ + ز) لكل عدد حقيقي موجب M‏ وكل عدد 
صحيح موجب 7 الاحظ أن هذه المتباينة أبسط بكثير من المتباينة الأصلية حيث 
تحتوي على مجهول واحد M‏ باستثناء مجهول الدليل 17. يمكن إثبات صوابها 


باستخدام الاستقراء على 1 8 لكن S55‏ سيؤدي إلى استقراء داخل استقراء وسنتجنب 


- 7960 - 
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ذلك بإجراء عمليات جبرية مباشرة: 
jm! = —jm)(m - 1( + (m? — 1)‏ - 1 - ص1 + (j‏ 
ولكن: 
+m? + +m” +m +1)‏ توم) (1 - mi -1 = (m‏ 
(يمكن رؤية ذلك بالقسمة المطولة أو بضرب الطرف الأيمن). من ذلك نرى أن: 
لكرج راك E‏ 
ع + ا + رن ع = 
+m? +m +1]‏ ...+ 
(m-1) (mî — mi)‏ = 
+(m? — m?) + ... + (mi — m) + (mî —1)|‏ 
SAMA Y|m mn - 1 +m? (m — 1)‏ 
m(mi " — 1) + (mi — 1)]‏ + + 
(m = E —-1) + mi? (m —-1)(m +1)‏ = 


+... + m(m ع‎ 1)(mi ? +m? + ...+m +1) 


(m= 1)(mi + mi? +... +m + 1| 


|| 


(مقدار موجب) ×”(1 = —(m‏ 
0 > 


وبهذا نحصل على LULAN‏ المطلوبة ونكون قد أنهينا البرهان. 


لا 


دعنا نلقي نظرة أخرى على حل المسألة السابقة. الجزء الأهم من البرهان كان 
بإعادة تسمية المتغيرات بصورة منظمة:؛ وهذا ليس فقط معالجة رموزء لكنه يلقي الضوء 


على تمائل تحتويه هذه المسألة. من الممكن أيضًا استخدام إعادة تنظيم الرموزهذا لحل 


- 1 = 


الجبر والتحليل 


المتباينة الأسهل المقدمة 2 المسألة (1,75,5). لاحظ أننا كنا نحاول إثبات صواب المتباينة: 


2ab < a? +b? 


Q 


لنفرض أن 7 < © وأن 0 + 5. بالقسمة على b?‏ ويعد ذلك وضع C‏ = = 


o~ 


نجد أن 1 < © وأن 1 + 7 > 26 لكل 1 < C‏ . ويهذا نكون قد حولنا متباينة 2 
متغيرين إلى متباينة 2 متغير واحد فقط. سيفتح هذا النوع من التبسيط أبوابا 
جديدة لمعالجة المسألة. على سبيل JEN‏ بوضع 26 = (6)/ و 1+ “© = g(c)‏ نجد أن 
)و = fleo = 2 > 2c = gle) a f(1)‏ (استخدمنا هنا التفاضل). من ذلك نجد 
أن قيمتي f‏ و و متساويتين عند 1 = © وأن و تزداد أسرع من f‏ . بهذا نكون قد 
أثبتنا أن (9)0 > f(e)‏ لكل 1 < -c‏ 
إن الذي نتعلمه هنا هو عدم صواب متباينات تحتوي على قوى ما لم يكن هناك 
"وازن" بين قوى Bylo‏ المتباينة. فمثلاء لا يمكن أن تكون المتباينة: 
+B?‏ 5و3 > a? + b3‏ 
صائبة لكل عددين موجبين 0 وا . لرؤية Td‏ نجد بقسمة Boyle‏ المتباينة على 07 أن: 
3 
Hai‏ 6 
الآنء قم بتثبيت 0 واجعل 00 + b‏ سنجد أن المتباينة تؤول إلى 0 > 1 وهذا 
مستحيل. والمشكلة هنا هي ملاحظة أن قوى المتغيرات 2 Bp‏ المتباينة ليست "موزونة". 
وعلى العكس من ذلك فإن قوى متغيرات المتباينة: 
2ab > a? +B?‏ 


موزونة حيث إن كل من حدودها هو من الدرجة الثانية. إن هذا هوالذي da>‏ 


التعويض © = ^ يقود إلى حل جديد. 
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إن التغيير الذي أجريناه خلال حل المسألة (5,؟,؟) ماهوالا صيغة معدلة 


z 5 A a 
وا الاسلوب من الحلول يجب أن يكون جزءا من خبرتنا ستخدمه‎ C للتعويض‎ 


عند الحاجة. 
مسأل (2,1,؟) 
أثبت أن l‏ 1 2 
log, 7‏ 7 وع10 
الحل: 


هذا النمط من المتباينات يختلف عن النمط الذي درسناه Carb‏ لأنه يحتوي 
على صيغ متسامية (transcendental)‏ كالدالة اللوغارتيمية. 

بالطبع نستطيع استخدام الآلة الحاسبة أو الحاسب الآلي لحساب طر2 
المتباينة والتحقق ون صوابها/ _لكن ey Sot‏ تفلديا للتحديى. هل يهكن حل هذه 
المسألة يقليل من التفكير. تذكر أنه لكل عددين موجبين 0 و 0 لدينا: 


1 
nea‏ 
Ina‏ 
باستخدام المتطايقة نجد أن المتباينة تأخن الصورة : 


1 1 
حدس بل 25 
5ه / 127 Inî /In2‏ 
بضرب bo‏ 2 المتباينة بالعدد 1127 والتبسيط نحصل على: 


217 >> 122 + [15 


أو: 
10ص > lnr?‏ 
وبتطبيق الدالة الأسية على الطرفين وتذكر أن الدالة الأسية تزايدية نجد أن: 
r” <10‏ 
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الجبر والتحليل 


وهذه متباينة صائبة OY‏ 3.15 > 7 . ويهذا نكون قد أثبتنا صواب المتباينة 


L] الأصلية.‎ 


(2.9.9) تحدي‎ At line 


1 
ia + 


أثبت صواب المتباينة 
loggor log, 2‏ 


مسأل )0.7.4( 

أثبد أن [COST + sin x, < V2‏ وأن المساواة تتحقق عندما يكون 
.sin(2x) = 1‏ 
الحل: 

هذه متباينة متسامية أخرى. 2 الغالب يكون من المناسب كتابة |a|‏ على 
الصورة Ve?‏ باستهداء ذلك تجد أن: 


[cos x 3 sin z| = yŅ (cosx + sinz) 


= cos x + sin? z + 2sin g cos g 
= 1+ 2sin s coss 
= 1ل‎ + sin(2z) 
هي 1 فإن:‎ Sin(27) وبما أن أكبر قيمة للمقدار‎ 
.|cos x + sin z| < ET = V2 
فقط عندمايكون‎ [cosa + sin z| = 2 من متتاليةالمساواة أعلاه نرى أن‎ 
L وهذا ينهي حل المسألة.‎ . sin(2z) = 1 أي عندما يكون‎ . 1+ sin(2x) = 2 
(1.7.1) تحدي‎ AT Live 
المساواة تتحقق عندما يكون‎ Sig | cos x - sin z| < 2 أثبحت أن‎ 
.sin(2z) = -1 


- Yaa - 


أساليب حل المسائل 


مسأل (۷.۲,۹) 

أيهما أكبر (7 512)©05 cos(sin x) ai‏ ؟ 
الحل: 

تذكر إمكانية أن تكون إحدى عبارتين أكبر من عبارة أخرى لقيم T‏ معينة» لكن 
أصغر من عبارة أخرى لقيم مختلفة للمتغير 1 . الإستراتيجية التي نتبعها هنا هي 
استخدام المتطابقات المثلثية لتسهيل عملية مقارنة الصيغتين المتساميتين. نبد بالمتطابقة: 


7 7 5 . T 
cos | cosa + z) = cos(cos 7z) cos ~ sin(cos z) sin E E sin (cos 2) 


ويهذا نحصل على وسيلة مكافتة أخرى لكتابة إحدى الصيغتين ويكون لدينا: 


(x)  cos(sin x) — sin(cos xz) = cos(sin x) + cos} cos z + z) 
ولكن لدينا المتطايقة التالية من حساب المثلثات:‎ 
(**) cost + cosy = 2cos| کے‎ |) | 


[إرشاد: لإثبات هذه المتطابقة اكتب: 
tty «L-y =‏ 
2 2 
ثم استخدم متطابقة المجموع (الفرق) لدالة جيب التمام ومن ثم اجمع الناتجا. 
نستخدم الآن (**) 4 الطرف الأيمن من (x)‏ لنحصل على: 
cos(sin x) — sin(cos x)‏ 
7 + كته نشل ېر = 
2 
[enee]‏ — 
cos oes edie cos 9‏ 2 = 


حيث استخدمنا حقيقة أن دالة جيب التمام زوجية 2 المساواة الأخيرة. الآن» أثبتنا 2 


COSY = cos| |. COS £ = COS 


sing —cosz—7 / 2 
cos 


(T) 


المسالة(۲,۹,٥)‏ أن cosz| > V2‏ + ندطنة| . ويما أن 3.141 © 7 gig‏ 1.141 یہ V2‏ 


الجبر والتحليل 


فنرى أن: 


P 7 < are oa <2 


وبالمثل» يمكن استخدام مسألة التحدي (5,7,5) لإثبات أن: 


0 > 
2 


[لاحظ أن |cos x — sin z| 9 [sinz F cos z|‏ أصغر من جعل كل من البسطين 


— si 7/2 
cosz — sina +7 / < 


z 7 5‏ 4 
يساوي 0]. الآن 0 > cosw‏ عندما يكون ر > w|‏ > 0. ويهذا نخلص إلى أن كلا 


من حدي الطرف الأيمن من (T)‏ موجب. إذن» 0 < cos(sin z) - sin(cos z)‏ لكل 2 . 
وبهدا يكون: 
sin(cos x) < cos(sin x)‏ 


لكل قيم 5 الحقيقية. لا 


(1,؟) حساب المثلثات وأفكارذات KaMe‏ بذ لڪ 
Trigonometry and Related Ideas‏ 
يرجع استخدام بعض أفكار حساب المثلثات إلى اليونانيين القدماء حيث 
استخدمها اليونانيون لأغراض إحصائية ولمحاولة فهم الأعداد الكسرية. 2 وقتنا الحالي 
يعد حساب SELI‏ إحدى ركائز الرياضيات المهمةهة للاحتواتها على أفكار أساسية 
كالتناسب وتطابق الزوايا وتشابه المثلثات. كما أنها تعتبر مصدرًا Édi‏ للمسائل. 
مسألة )1,53( 


8 3 Q 
cosa عدد كسري فأثبت أن كلا من‎ tan{ 2) إذا كانت 0 زاوية حيث‎ 


و5120 عدد كسري. 


A 


أساليب حل المسائل 


الحل: 


cos” 8 sin? 8 
1+ tan? اك‎ Ha Fo l 
2 2 9 | a {a 
— cos’ | — cos* | — 
2 2 2 
a 


Le‏ أن | 7 tan‏ عدد كسري فكل من الطرف الأيسر والطرف الأيمن من المعادلة أعلاه 


cos? 


عدد كسري. وبهذا فان ممه عدد كسري. ولكن 


cosa = cos?|—|— sin? | Ž 
2 2 
cos?| 2 ae = 
2 | 2 


= | 1 


وبما أن الطرف الأيمن عدد كسري فإننا نجد أن COSO‏ عدد كسري. وهذا ينهي حل 
نصف المسألة. لا حظ OW)‏ أن: 


tana = = 


2| 
2 


cos? = — sin? ت‎ 1— tan? 
2 2 2 


حصلنا على المساواة اللأخيرة بقسمة كل من البسط والمقام على المقدار 8 cos?‏ . 


2ق 


الجبر والتحليل 


sin œ 0 

ويما أن tan{‏ عدد كسري فإننا نجد أن —— = tana‏ عدد كسري. لکن سبق 
له COS‏ 

وأن أثبتنا أن COSA‏ عدد كسري. SIN Wal‏ عدد كسري. وهذا ينهي حل النصف 
الآخرمن المسألة. L‏ 
AT Lune‏ تحدي(1,؟,؟) 

جد صيغة لعكس المسألة السايقة ويرهن صوابها. 
مسأل (5,1,؟) 

إذا كانت 0 زاوية dale‏ موجبة مقاسة بالراديان فأثبت أن 8 > 1226 . 
الحل: 

الشكل رقم JSG )١15١(‏ قياسي للزاوية 0 . 


sin ê 


شكل رقمو )+10( 


واضح من الشكل رقم (yoe)‏ أن 8 > SING‏ . لكن ليس هذا التقدير المطلوب 2 المسألة. 
لذا نرسم الشكل رقم )٠١١(‏ المشابه للشكل رقم (١٠٠)ء‏ لكن يبين لنا التفاصيل التي 


- Woy - 
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شكل رقم )101( 
لا حظ أن طول قاعدة المثلث (الذي أحد أضلاعه غامق) يساوي 1 . وباستخدام 
sin ð 1 8 oe ee me‏ 
تشابه المثلثين نجد أن طول الوتر يساوي —— وأن الارتفاع يساوي ---- ., 
cos 0 cos@‏ 


أيضاء ارتفاع هذا المثلث أكبر من طول قوس الدائرة المقابل (لماذا ؟). ولكن طول 
inĝ‏ 
القوس يساوي 0 cal.‏ ا وهذا ما نود إثباته. L‏ 
cos @ 7‏ 
At live‏ تحدي (1,5,1) kaaa]‏ 
إذا كانت 0 زاوية حادة مقاسة بالراديان فأثبت أن 
sin û + tan 0‏ 


.0 < 


إذا كانت هه أى زاوية فأثبت أن : 


«a © به‎ 30 
cos} = {cos} — | للستت = | — إوم‎ 
B 35 03 8sin(a / 8) 
الحل:‎ 


غاليًا ما يكون من المستحيل معرفة حل مسائل حساب المثلثات من دون معرفة 


د ناا 


الجبر والتحليل 


متطايقات حساب المثلثات الأساسية. 2 هذه المسألة نستخدم المتطايقة 
sin(26) = 2sin 0‏ . لذا فالمتطايقة المطلوية تكافئ: 


cos — أ — أو أ‎ 2 cos sin 
2 4), 8 8 


0 a . l sin & 
Cos cos sin = 
2 4 4 4 


بالضرب 2 العدد 2 نحصل على: 


pi 8 [= sin & 
cos; — }!2cos} — fsin| — || = 
2 | 4 4 2 


sin a 


4 


EX 5 Ce 
2 cos} — sin — 
6 $ 


وهذه متطابقة ضعف الزاوية التي بدأنا بها. ويما أن الخطوات صائبة إرجاعيًا نكون قد 


= sing 


أثبتنا صواب المتطابقة المطلوية. لا 


مسألق تحدي )٦.۳.۹(‏ 
هل يمكن تعميم المسألة السابقة بحيث يكون عدد الحدود 2 الطرف الأيسر 
يساوي 4 ؟ هل توجد متطابقة رديفة بحيث يكون 2 الطرف الأيمن دالة جيب التمام؟ 


)1,2,1( Vat we 
كم عدد حلول المعادلة:‎ 
(x) tanz = tan(x + 10°)tan(# + 20°) tan(x + 30°) 


5 ۳0 - 
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حيث 60° > 8 > 0 9و 1لا حظ أن قياس الزوايا هنا هو الدرجات]. 
الحل: 

استخدم آلة حاسبة تحتوي على برنامج رسم دوال أو استخدم برامج الحاسب 
الآلي الجبرية لرسم دالتي الطرف الأيسر والطرف الأيمن على المحاور نفسها. ماذا 
shasi‏ 

نقدم الآن حلا تحليليًا. نتبنى الفلسفة التي قدمناها 2 بادية هذا الكتاب وهي 
جرب شنيف ما" Ml daa‏ أن Atta‏ انظل تزايدية فما ك الفترة من cot} O°‏ 909+ إذن: 
الطرف الأيسر من (*) دالة تزايدية فعليًا . أيضًا. كل من دوال الطرف الأيمن تزايدية 
4 الفترة 60° > 2 > 0 . وبهذا فالطرف الأيمن دالة تزايدية فعليًا . لنفرض أن (»)/ 
هي دالة الطرف الأيسر من (*) وأن g(a)‏ هي دالة الطرف الأيمن من (*) COW.‏ 
f(0) = 0‏ و 0 < (0)0 .لذا يبدأ بيان f‏ أسفل بيان g‏ ولكن يمكن استخدامآلة 
حاسبة أو جداول أو حاسب آلي لتجد أن G7") > f(T")‏ . من ذلك نقم بوضع 
A(z) = f(x) - glx)‏ أن 0 > RO)‏ و 0 > berg. A(T)‏ أن h‏ دالة متصلة فإنه توجد 
قيمة بين هاتين القيمتين بحيث يكون 0 = .أي و = f‏ . وبهذا نكون قد أثبتنا وجود 
حل واحد على الأقل للمعادلة (*) . 

4 الحقيقة نستطيع استنتاج أكثر من ذلك. بما أن بيان 9 يبدأ من 0 أعلى 
من بيان /؛ وأيضًا 4 الفترة 60° < x‏ > 45° فإن كلا من دوال الطرف الأيمن أكبر 
من 1 وأكبر من دالة اليسار. إذنء بيان g‏ يجب أن يكون 2 النهاية أعلى من بيان / . 
لكن قبل أن يصل بيان و إلى ذلك فإنه يكون أسفل بيان f‏ (على سبيل JEN‏ عند 
7° = ). وهذا يحدث فقط إذا تقاطع البيانين عند نقطتين على الأقل (انظر: الشكل 
رقم (VOY‏ 


Es‏ و 


الجبر والتحليل 


y= fa) y= (2)و‎ 


شكل رقم OOY)‏ 

وبهذا يجب أن يتقاطع بياني f‏ و g‏ عند نقطتين على الأقل الاحظ أن الشكل 
رقم (VOY)‏ ليس دقيقًا ولكنه يفي بالغرض]. 

2 الحقيقة» البيانان يتقاطعان عند نقطتين بالضبط. لكن هذا يصعب إثباته 
من دون استخدام التفاضل والتكامل. الغرض من هذه المسألة هو توضيح كم المعلومات 
التي يمكن التوصل إليها من دون معرفة معلومات دقيقة. 

مرة آخرى» اطلب مساعدة صديقك الحاسب الآلي وارسم الدالتين على المحاور 
نفسها وكبر جزء البيان 2 المجال 10° > 2 > 0 . كم عدد نقاط التقاطع التي 
نحصل عليها؟ لا 


ae ne 


أساليب حل المسائل 


O) 


OD) 


©) 


($) 


(°) 


Œ 


(Y) 


(A) 


(A) 
(Vs) 


مانن غا التصيل alati‏ 


إذا كان 1 > 5,0,0,ه > 0 فأثبت أن: 
>1—a—b—c—d‏ (0 -1) -1-5()1)(-1) 
إذا كانت a,b,c, d‏ أعدادًا حقيقية موجبة فأثبت أن: 


(a? +1)? +1)(c? +1)(d? +1) 


16 > 
abcd‏ 
إذا كان k‏ عددًا صحيحا Éa ga‏ أكبر من 1 فأثبت أن المجموع: 
ił, 1‏ 1 1 
'ł‏ 3° 2 1 


عدد غير صحيح. 

أثبت أن 55552222 ل 22225555 يقبل القسمة على 7. 

أثبت أن 1- 11 يقبل"القسمة على 100: 

ليكن N‏ عددًا صحيحا موجبًا. أثبت وجود مضاعف للعدد N‏ جميع خاناته 
مكونة من الخانتين 0 و 1. وإذا كان N‏ لا يقبل القسمة على أي من العددين 
2 و 5 فآثبت وجود مضاعف للعدد N‏ جميع خاناته مكونة من الخانة 1. 
ليكن N‏ عددًا صحيحا موجبًا أكبر من 1000 . أي العددين أكبر: 
1007 + 99% زو "101 $ 


لتكن ,۵ ,...,00 ,0 أعدادا حقيقية موجبة. أثبت أن: 


1 
(ta tot a] top 
07 4) Ak 


كم عدد الخانات 7 المستخدمة 2 جميع الأعداد من 1 إلى 105 ؟ 
جد ian ye.‏ على العدد الصحيح الموجب 7 يبحيثيقبلالعدد 
"4 4 "3 + "2 + "1 القسمة على 5 ral].‏ إجابة ممكئنة هي 


ez 


(VN) 


(VY) 


(VY) 


(1%) 


(19) 


0D 
(1۷) 
ON 


الجبر والتحليل 


"1 = 77" ولكن المطلوب هنا هو إيجاد شرط يتحقق لعدد غير منته من الأعداد 
7 . والأفضل هو إيجاد شرط لازم وكافيا. 
Iy‏ کان z paaro] 3 Inn‏ | 5 فأثبت أن 4 > | ,| اإرشاد: 
n‏ 2 1 
ارسم بيان الدالة]. 
حل المعادلة التالية للعدد الحقيقي 2 : 
=z +2‏ |2- جم |2 - 1- به 8 + إبه|- 1+ je‏ 
من المعلوم أن المتسلسلة التوافقية: 
1 1 1 


Ae eas‏ اك ا 
3 2 1 


تباعدية (انظر التفاضل والتكامل للتفاصيل). إذا حذفنا جميع الحدود التي 
تحتوي على العدد 7 4# المقام فأثبت أن المتسلسلة الناتجة عن ذلك تقاربية 
هل يمكن تقدير المجموع؟ 
إذا كانت ,۵ ,...,و4,,0 أعدادًا ص حيحة موجبة تحقق 
م > +a,‏ ...ل ره + ره فأثبت أن: 

n! 

(a,)!(a,)!---(a,)! 

عدد صحيح. 
ليكن p‏ عددا أوليا أكبر من 3. ما باقي قسمة p°‏ على العدد 12 BLS‏ 
تتساوى هذه البواقي لجميع قيم S p‏ 
جد جميع الحلول الصحيحة x,y,z‏ للمعادلة 2 = 27+ ety?‏ 
ما خانة آحاد العدد 243 ؟ 
فتح طفل عمره 10 سنوات حساب ادخار 2 أحد البنوك ووضع فيه 100 دولار. 
قرر الطفل أن يبقي هذا المبلغ حتى يبلغ الواحدة والعشرين. أيهما أفضل: أن 


- ۳۰۹ - 
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(14) 


O) 


(YN) 


(YY) 


(YY) 
(٤) 


(Y9) 


يضع الطفل المبلغ بفائدة مركبة يوميا تساوي 5% أو فائدة مركبة أسبوعيًا 
تساوي 5.190 ؟ 
لیکن كل من 0 و ” عددًا حقيقيًا و ۸ عددًا صحيحا Linge‏ احسب المجموع 
.a + ar 1 ar? pese ar!‏ 
[إرشاد: استخدم الاستقراء أو معالجة جبرية]. 
اشترت سيدة سيارة بمبلغ 20000 دولار. دفعت 3500 دولاردفعة مقدمة 
وقسطت باقي المبلغ على دفعات شهرية متساوية لمدة 36 شهرًا بنسبة ربح 
سنوية مقدارها 596 . ما المبلغ الشهري الذي ستدفعه السيدة شهريئًا؟ [لاحظ 
أن بائعي السيارات وأصحاب المكاتب العقارية لديهم جداول تم وضعها مسبقًا 
لحساب الدفعات الشهرية؛ وهذه الجداول تم حسابها رياضيًا . والمطلوب هنا هو 
إيجاد هذه الحسابات. من الممكن أن تستعين بالمسألة 19 لإجراء هذه 
الحسايات]. 
كرة حجمها يساوي مساحتها السطحية وكل منهما عدد مكون من خانتين 
مضرويًا 2 العدد 7. ما قيمة حجم الكرة مقسومًا على مساحتها السطحية؟ 
إذا كانت r, y,‏ أعدادًا حقيقية تحقق 1= 2 + a ty‏ فأثبت أن: 
£Y + yz + T2 < 0‏ . 

أيهما أكبر: العدد 101/19 أم العدد 21/3 g‏ 
حل المعادلة: 

0= 101+ 27427 54 4-3 ب 4 8 
اإرشاد: ضع ”2 = Y‏ ود 12 


sic sia ثم + ظط + 2م‎ + d = ab be + cd +da إذا کان‎ 


کے الات 


CD 


(YY) 


(YA) 


(۹) 


(Ts) 


(TY) 


(TY) 
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=b=c=d‏ ى [إرشاد: اكمل المربعات لتحصل على مجموع أريعة مريعات 
يساوي TO‏ 
ينسب هذا التمرين إلى اسحاق نيوتن :(Isaac Newton)‏ عدد m‏ من الأبقار 
ترعى تمامًا 7 من الحقول 2 k‏ من الأيام. عدد Mm‏ من الأبقار ترعى Doles‏ 
“7 من الحقول ے2 k‏ من الأيام. عدد M”‏ من الأبقارترعى n” Caled‏ من 
الحقول ب2 k”‏ من الأيام. 
ما العلاقة بين الأعداد S m,n, k, m n’, k m” n”, k”‏ 
أثبت أن العدد الصحيح الموجب الذي جميع خاناته 1 لا يمكن أن يكون مربعًا 
كاملا (ما عدا العدد الصحيح 1). 
أثبت أن جميع الأعداد: 

--- ,44448889 ,444889 ,4489 ,49 
مربعات كاملة. 
[هذا التمرين مأخوذ من أحد المسايقات الرياضية الحديثة] åd‏ مجموعة A‏ 
من الأعداد الصحيحة الموجبة التي تحقق الخاصية: إذا كانت © أي مجموعة 
غير منتهية من الأعداد الأولية فإن A‏ تحتوي عددًا هو حاصل ضرب عددين 
على الأقل من 5 وأن متممة A‏ بالنسبة للأعداد الصحيحة الموجبة تحتوي 
على عدد هو حاصل ضرب عددين على الأقل من S‏ [إرشاد: اقرا المسألة جيدًاء 
لا Sai‏ بعمق OY‏ هذه مسألة سهلة]. 
استخدم صيغة ذات الحدين لتقديم يرهان آخر على أن عدد المجموعات 
الجزئية من مجموعة عدد عناصرها k‏ يساوي 27 . 
إذا كان كل من » و 8 عددًا غير كسري فهل يمكن أن يكون hae a‏ 
ayer‏ 


. cos 36° — cos 72° احسب‎ 


- ۳1 - 
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(TY) 
(<) 


(Tr?) 
CD 


(TY) 


(TA) 


(۳۹) 


(sit) 


(\) 


CY) 


EY 


. 5120 + cos@ فاحسب قيمة‎ sin(20) = a Gus إذا كانت 0 زاوية حادة‎ 
eer ee : 1 f 
؟‎ tanz حيث 7 > 2 > 0 فما قيمة‎ Sine + coz =o 


لنفرض أن T‏ عدد موجب يحقق 2 = Gar‏ قيمة £ ؟ 
ما القيم الموجبة عدا العدد 2 التي تؤدي إلى معادلة مماتلة للمعادلة 2 
التمرين رقم )10( بحيث يمكن حلها لإيجاد قيمة 4 ؟1أول من درس هذا 
التمرين هو جاوس .[(Gauss)‏ 
يلتقي عقربا الساعات والدقائق عند الساعة الثانية عشر ظهرا. ما الوقت الذي 
تشير إليه الساعة عند التقائهما لأول مرة بعد ذلك 9 لثاني مرة S‏ كم مرة 
يلتقيان خلال 12 ساعة ؟ 
إذا كان 7 و J‏ عددين صحيحين فرديين فآثبت عدم وجود جذور كسرية 
2pr + 20 Halat‏ ل 42 . 
لیکن a‏ و b‏ عددين فرديين و 7 عددًا صحيحا موجبا. أثبت أن a? — b?‏ 
يقبل القسمة على ”2 إذا وفقط إذا قبل b‏ -0 القسمة على "2 . 
لنفرض أن 0,3,7 أطوال أضلاع مثلث قائم الزاوية طول وتره 7 . إذا كان 
n > 2‏ عددًا صحيحا فأثيت أن "8 + a”‏ > "رد 
إذا كان n‏ عددًا صحيحا Liege‏ فأثبت أن: 
(n +2) n? 4(n 41)‏ 
إذا كان j‏ عددًا صحيحا موجبًا فأثبت أن المجموع: 
l 1‏ 1 

ag‏ ل 

لا يمكن أن يكون عددًا صحيها. 


إذا كان 1 < n‏ عددًا صحيحا فأثبت أن 1 + ”3 لا يقبل القسمة على "2 . 


5 


(2%) 


(2°) 


(6) 


(۷) 


CA 


(24) 


رمم 


(51) 


الجبر والتحليل 


كم عدد الأعداد الصحيحة الموجبة المكونة من خمس خانات مختارة من 
الخانات 1 أو 2 أو 3 9 كم عدد من بين هذه الأعداد يحقق الخاصية: يحوي 
الاد كلا من 1و oS‏ مرة واحدة على لاقل d‏ 
إذا كان 7 عددًا صحيحا Gage‏ فأثيت أن العدد 1+ 1 "3 ×2 + ”5 يقبل 
القسمة على 8. 
إذا كان 2 > n‏ عددًا صحيحا فأثبت أن : 

(1 x 2 ...ها‎ n)” > n” 
لنفرض أن 0 عدد صحيح حيث خانة عشرات العدد 07 هي 7 . ما خانة آحاد‎ 
العدد 07 ؟‎ 
جد ثلاثة أعداد طبيعية مختلفة بحيث يكون مجموع مقلوباتها عددا‎ 


2 


صحيحا. 

أثبت استحالة كتابة كثيرة الحدود 2 + 22 + 277 + 4 holas‏ ضرب 
كثيرتي حدود على الصورة az +b‏ + تبج و +cr +d‏ ?£ حيث a,b,c,d‏ 
أعداد صحيحة. 


لتكن ,,0,,6,...,6 أعدادا طبيعية مختلفة بحيث لا يقبل أي منها القسمة 
على عدد أولي أكبر من 3 . أثيت أن : 


a, ay a 
متتالية حسابية غير ثابتة. أي أن:‎ {af لتكن‎ 
a, = 4,0, = a Fr, و0‎ = û + 2r,a, = a +3r,... 
أثبت استحالة أن تكون جميع حدودها أعدادًا‎ r F 0 تابتان و‎ r ga حيث‎ 


أولية. 


اا 
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(eY) 


(°۲) 


(e$) 


CoP) 


aa 


(9¥) 


(oA) 


(e3) 


C) 


(11) 


إذا كان n‏ عددًا صحیحًا Éa go‏ فأثبت أن )3+ n(n +1)(n + 2)(n‏ لا 
تمك ان كوخ ریا Males‏ 

جد مجموع الأعداد المختلفة المكونة من أريع خانات مأخوذة من الخانات 
5 ,1,2 وتحتوي كل من هذه الخانات مرة واحدة على الأكثر. 

ليكن 0 < a‏ . ولتكن 0,20,30,...,)8-1(0 متتالية من الأعداد حيث n‏ 


a5 


عدد صحيح موجب ثابت. أثبت أن الفرق بين أحد حدود المتتالية وعدد صحيح 

1 ١ 
.— ماهو على الاكثر‎ 

n 

ليكن 2 و ل عددين صحيحين. أثيت أن العدد 2z + 3y‏ يقبل القسمة على 
17 إذا وفقط إذا قبل العدد Sy‏ + :92 القسمة على 17. 
جد جميع الأعداد الصحيحة الموجبة 7 بحيث يقبل العدد 1 + ”2 القسمة 
غلى sO‏ 
ليكن has n‏ صحيحًا Éa ga‏ عدد قواسمه الأولية المختلفة يساوي k‏ (يمكن 
أن يظهر القاسم الأولي مرفوعًا لقوة 2 تحليل n‏ . فمثلاً 3× 2 = 12 له 
قاسمان آولیان مختلفان). أثبت أن „logn < klog2‏ 


لنفرض أن 0 = ,0ه +++ aa, + aa,‏ حيث aj = tl‏ لكل câi. j‏ 
أن 7 يقبل القسمة على 4. 

إذا كان n‏ عددًا صحيحًا Linge‏ فأثبت أن 7711 يقبل القسمة على 
.(n— 1}?‏ 

جد رديفًا صائبًا aut‏ ,0,7( بحيث يكون الطرف الأيسر حاصل ضرب 
أريعة حدود. 

إذا كان 2 < n‏ عددًا صحيحسا فأثبت أن 360 يقسم العدد 
n(n” —1)(n? — 4)‏ . 


LFE = 


(VY) 


(1) 


Cig) 


(19) 


CV) 


(VY) 


CA) 


الجبر والتحليل 


إذا كان 7١‏ و 2 عددين صحيحين حيث mMm >n‏ فأثبت أن: 


")1 1 
)144 + 
m n‏ 
القاسم المشترك الأحبر للعددين الصحيحين الموجبين 0 و 0 يساوي 12 
والضاعف اللشترك الأصغر لهما يساوي 432. جد كلا من ةو ة. 


m 


> 


أثبت أن العدد 11111٠0011‏ عددًا مؤلففًا حيث عدد الخانات 1 يساوي 
1 . 

إذا كانت m, n,k‏ أعدادًا صحيحة موجبة حيث kh‏ + 7 + 77 يقبل القسمة 
على 3 فأثبت أن ?+ M? +n?‏ يقبل القسمة على 3 . 

إذا كان p‏ عددا أوليئا فرديًا فأثبت وجود عددين صحيحين بحيث يكون 7 
فرق بين مريعيهما. هل العددان الصحيحان وحيدان ؟ 

جد جميع ثلاثيات الأعدادالصحيحة الموجبة m,n, p‏ التي تحقق 
“م = 5 + M‏ (تمسى هذه الثلاثيات» ثلاثيات فيثاغورس والسبب واضح 
لهذه التسمية). [إرشاد: اكتب 7 ل م = ga‏ « - م = 0.المعادلة تؤدي إلى 
المعادلة m” = ab‏ حيث إما أن a‏ و b‏ زوجيان Lae‏ أو فرديان معًا]. 

كل Lio‏ يعرف قانون حل المعادلة التربيعية مثل؛ 0 = 5 - 3r‏ — ”1 . 
الطريقة التالية تسمى طريقة الكسور المستمرة (continued fraction)‏ يمكن 
استخدامها لحل معادلة الدرجة الثانية: اكتب: 


O 
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32 +5 
C= 
z 
ee 
z 
ےو‎ 
ج‎ 
x 
= 3+ 5 
P= 
3 F= 
z 


وهكذا. استخدم هذه الطريقة 4 كتابة خمس معادلات تكرارية ثم استبدل 
قيمة 2 الأخيرة بالعدد 3 . بعد ذلك احسب قيمة T‏ ثم قارن هذه القيمة 
بقيمة 2 التي تحصل عليها من قانون معادلة الدرجة الثانية. كم عدد 
المعادلات التكرارية اللازمة 2 طريقة الكسور المستمرة لكي نحصل على إجابة 
مقربة لمنزلة عشرية واحدة ؟ لمنزلتين عشريتين ؟ 

)14( حلل كثيرة الحدود 1+ ot‏ + 28 إلى حاصل ضرب كثيرات حدود من 
الدرجة الأولى والثانية بمعادلات حقيقية. 

(V+)‏ أثبت أن: 

Gcos(20) + + cos(30) + 6cos(48) + 7‏ + # ومو نه = @ أو 

حيث a B, 7,0,١‏ قيم ثابتة. 

)۷١(‏ [هذا التمرين مأخوذ من [HAL]‏ ما مجموع خانات العدد 4444 ؟ 

(VY)‏ لکل ate‏ صحيح موجب 7 أثبت أن: 

1x3x5x---x (2n — 1) 5 1 


2» 4 ...ا‎ (2n) Vn 


a7 2 


(YY) 


(¥<) 
re) 


Y 


000 


(YA) 


الجبر والتحليل 


إذا كان طول كل :سن سافن cette‏ قائم مريعا لعدد صحيح فأثبت أن طول 
الوتر لا يمكن أن يكون عددًا صحيحًا. 
جد جميع أزواج الأعداد الصحيحة 77 و 7 التي تحقق MAN = MN‏ 
أثبت أن 11 يقسم ۸ - n‏ و 13 يقسم 73-7 لكل عدد صحيح موجب 
en‏ 
لنفرض أن Pa-‏ ,7 هي الأعداد الأوقيلة مركبنة قصاعديا. أي أن 2 - رم 
3 = وم» 5 = وم وهكذا. أثبت أن المجموع : 

1 1 1 


يزداد يدون حدود. 

حلل 1+ 5ن + "أن يطريقتين: 

(آ) كحاصل ضرب كثيرتي حدود بمعاملات صحيحة. 

(ب) كحاصل ضرب خمس كثيرات حدود بمعاملات حقيقية (يمكن أن 
تكون غير صحيحة). [إرشاد: ما درجات كثيرات الحدود ؟ هل يمكن أن 
تكون أحدهما من الدرجة الأولى ؟ هل توجد جدور حقيقية لكثيرة 
الحدود 5لاذا AS‏ 

جد كثيرة حدود من الدرجة الثانية بمعاملات حقيقية بحيث تقسم اثنتين 

من كثيرات الحدود التالية ولكنها لا تقسم كثيرة الحدود الثالثة: 


39 Ii 71995 +1 a 3 994 +1 < 35 1998 باه‎ | 


-YW - 
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Lanti‏ السابع 
O18, aie‏ 
A Miscellany‏ 


)1.1( عبورالئهروتمارين مشابهي 


Crossing the River and Similar Exercises 


ارتبط العديد من المسائل التي ظهرت 2 العصور الوسطى بكيفية عبور 
مجموعة من الناس ضفتي نهر بقارب صغير تحت شروط معينة. ونبدأ بإحدى المسائل 
البسيطة من هذا النوع: 
مسال CANY)‏ 

التقى السيد/ عصام وزوجته السيدة/ سهى مع السيد /حسام وزوجته 
السيدة/ نهى عند إحدى ضفتي نهر وكانوا مدعوين إلى حفلة زواج 2 الضفة 
الأخرى من النهر. وسيلة المواصلات الوحيدة لعبور النهر هي قارب صغير يتسع 
لشخصين فقط. كيف يمكن أن يستخدم الأشخاص الأريعة القارب للعبور إلى الضفة 
الأخرى من النهر بشرط ألا تترك إحدى السيدتين مع زوج السيدة الثانية إلا بحضور 
زوجها ؟ ما Jäi‏ عدد من الرحلات اللازمة لتنفين المهمة؟ 
الحل: 

نرمز للسيد/ عصام بالرمز Hy‏ ولزوجته السيدة/ سهى بالرمز Wi‏ وللسيد/ 
حسام بالرمز Hy‏ ولزوجته السيدة نهى بالرمز Wy‏ . لنفرض الآن أن A,‏ و Wi‏ 
استخدما القارب 2 الرحلة الأولى. أحدهما سيرجع» لكن لا يمكن أن يكون Wi‏ لأنها 
ستتواجد مع Hy‏ من دون وجود زوجها Hy‏ وهذا غير مسموح. إذن» Hy‏ هوالذي 
سيعود. لا يمكن أن يركب الآن Hy‏ و Wy‏ القارب ليعبرا النهر OY‏ سيجتمع H,‏ مع 


- ۳۹ - 
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W‏ 4# الضفة الأخرى من دون وجود الزوج Hy‏ وهذا غير مسموح. لذا يجب أن نرسل 
الزوجين Hy‏ و H,‏ الرحلة الثانية. وبهذا يترك ,11 مع زوجته W‏ 2 الضفة 
الأخرى من النهر ويعود Hy‏ إلى الضفة الأولى ويأخذ زوجته Wy‏ معه ويعبر النهر 2 
الرحلة الثالثة إلى الضفة الأخرى. وبهذا احتجنا 5 رحلات لإنجازالمهمة. من الواضح 
أن عدد الرحلات اللازمة يجب أن يكون عددًا فرديًا. لذاء إذا كان بالإمكان إنجازالمهمة 
بعدد أقل من 5 رحلات فيجب أن يكون عدد الرحلات هو 3 . لكن 4 الرحلة الواحدة 
يترك فقط شخص واحد على الضفة الأخرى (ماعدا الرحلة الأخيرة). ويهذا يمكن 
عبورعدد 2 + 1 من الأشخاص ED‏ ثلاث رحلات فقط. لذا فالعدد 3 غير ممكن 
ويكون أصغر عدد من الرحلات اللازمة هو 5 . لا 
مسألت تحدي (۲.۱,۷) 

هل يمكن إنجاز مهمة المسألة السابقة بخمس رحلات إذا بدأنا الرحلة الأولى 
بشخصين غير Hy‏ و Wi‏ 9 اوبالطبع غير Hy‏ و Wy‏ لأن ذلك يكون مشابه للحل 
الأول]. إذا حذفنا شرط الرحلات الخمس (أصغر عدد) فهل يمكن أن نبداً الرحلة 
الأولى بشخصين غير Hy‏ و SW,‏ 
مسأل تحدي CYNY)‏ 

لنفرض الآن وجود ثلاثة أزواج وزوجاتهم بنفس شروط المسألة السابقة. هل 
يمكن إنجازالمهمة بعدد 11 من الرحلات ؟ 
Pt Live‏ تحدي )2.1.4( 

ما التعديل الذي يمكن أن يحصل 2 حل المسألة (1,1,V)‏ 13 فرضنا وجود 
جزيرة 2 منتصف الطريق ؟ 
مسأل تحدي (0,1.7) 

هل من الممكن إنجاز مهمة المسألة (1,1,7) إذا كان المطلوب عبور أربعة أزواج 


ا 


متفرقات 


مع زوجاتهم 5 إذا وجدت جزيرة 2 منتصف الطريق فإنه من المؤكد إنجازالمهمة. فسر 
ذلدت. 


مسأئي )٦.۱,۷(‏ 
أراد قائد عسكري أن يعبر بجنوده إلى الضفة اللأخرى من النهر. وأثناء التفكير 
بكيفية إنجازالمهمة لمح قاريا صغيرًا يستقله ولدان. أمر القائد الولدين أن يحضرا مع 
القارب. القارب يتسع لولدين فقط أو جندي واحد فقط. ومع ذلك توصل القائد إلى 
طريقة يستخدم فيها القارب لنقل جنوده إلى الضفة الأخرى من النهر. ما الطريقة التي 

اتبعها القائد لنقل جنوده ؟ 
الحل: 

هذه مسألة منطق أكثر من كونها مسألة عد. لاحظ أن عدد الجنود غير 
معلوم؛ وهذا يعني أن حل المسألة لا يعتمد على عدد الجنود ومن ثم يمكن أن يكون 

Jali‏ بسيطًا. 
لا يمكن أن نرسل جندي 2 الرحلة الأولى LOY‏ لو Lied‏ بذلك فإما أن يبقى 
الجندي على الضفة الأخرى وحيدًا وتتوقف الرحلات ويكون هو الجندي الوحيد الذي 
استطاع عبور النهرء وإما أن يعود الجندي بالقارب إلى الضفة الأولى وبهذا لم يتم إنجاز 
أي جزء من المهمة. لذا نرسل الولدين ب2 الرحلة الأولى» يبقى أحدهما على الضفة 
الأخرى ويعود الثاني إلى الضفة الأولى. الآن» نقوم بإرسال جندي إلى الضفة الأخرى 
يبقى الجندي 2 الضفة الأخرى ويعود الولد إلى الضفة الأولى. الوضع الآن هو الوضع 
الذي بدأنا فيه» لكن استطعنا إبقاء جندي 2 الضفة الأخرى. لذا نكرر ما يدأنا به 
بإرسال الولدين إلى الضفة الأخرى وإبقاء ولد مع الجندي وعودة الولد الآخر مع القارب 
إلى الضفة الأولى. ثم نقوم الآن بإرسال جندي إلى الضفة الأخرى ليبقى مع الجندي 
الأول ويعود الولد بالقارب إلى الضغة الأولى. وهكذاء يمكن إعادة الخطوات عدد غير منته 


من المرات لنقل الجنود وقائدهم إلى الضفة الأخرى. لا 


VPs 


أساليب حل المسائل 


[Halmos [هالموس-‎ )۷,۱,۷( At Lave 
نترك الآن مسائل عبور النهر ونقدم مسألة تتعلق بقطر عربات قطارسكة‎ 
حديد. يمكن لعرية محرك قطارسكة حديد أن تدفع أو تسحب عربة أو عربتين وأيضا‎ 

يمكن ربط عريتين مع بعضهما البعض. 

يبين الشكل رقم (Vor)‏ يبين أحد تقاطعات سكة حديد. لاحظ أن الجزء بين 
7 6 هو نهاية السكة ومن ثم يتسع فقط إلى عربة واحدة (إما عرية نقل أو عرية 
المحرك).أما الجزء على يسار » أو على يمين 7/ فإنه يتسع إلى أي عدد من العريات. 


شكل رقم (؟10) 
كيف تتمكن عربة المحرك من تبديل موقعي العربتين السوداء والبيضاء (أي 
نقل العربة السوداء إلى اليمين بين 8 و 7 ونقل العرية البيضاء إلى اليسار بين OL‏ 
و 7) ومن ثم الرجوع إلى موقعها الأصلي بحيث تكون غرفة القيادة متجهة إلى اليمين؟ 
يمكن إنجازذلك بعشر خطوات. الخطوة هي إما تحريك عربة المحرك إلى نقطة وريط 
إحدى العريتين بهاء وإما سحب عرية المحرك إحدى العريتين إلى نقطة ومن ثم فكت 
رباطها. 


P= 


الحل: 


متفرقات 


نرمز للعرية البيضاء بالرمز W‏ والعرية السوداء بالرمز B‏ ولعرية المحرك 


بالرمز E‏ . الخطوات العشر لإنجاز المهمة هي كما يلي (ارسم شغلا بعد كل خطوة 


لكي تستوعب كيفية تحريك العربات): 


.١ 


y 


-¥ 


اليمين. 


تتحرك 7 إلى الأمام للنقطة 7/ ثم إلى الخلف على 86 وتربط العربة 7 . 

تدفع E‏ العرية إلى الجزء 76 وتفكها وتتحرك إلى الأمام على BE‏ . 

تتجاوز E‏ النقطة 7/ ثم تتحرك Lege‏ على OF‏ ومن ثم إلى الأمام على 

. 8 وتربط جهتها الأمامية مع العربة‎ a7 

تدفع E‏ العربة B‏ وتربطها مع W‏ وترجع وتتجاوز النقطة 0 . 

تدفع 8 العريتين حتى تصبح 7 2 المنتصف بين 0 و 8 وتفك العرية 

.W 

ترجع E‏ وتتجاوزالنقطة a‏ وتدفع B‏ باتجاه ay‏ وتصل إلى YO‏ وعندها 

تفكت 85 . 

ترجع E‏ على ay‏ تتجاوزالنقطة 0 وتتحرك إلى الأمام على AB‏ وتربط 

.W 

ترجع E‏ على 0/7 وتتجاوز النقطة » ثم تتحرك إلى الأمام على AY‏ 

وتدفع W‏ إلى منتصف OY‏ وعندها تفكت W‏ 

ترجع E‏ على AY‏ وتتجاوز النقطة 0 ثم تتحرك أمامًا على OF‏ وتتجاوز 

6 وترجع على Fy‏ حتى تصل إلى B‏ وتربطها. 

تسحب E‏ العرية 8 وترجع على 0/3 حتى تصل منتصف AB‏ 

وهنا تنتهي رحلة عرية المحرك حيث ترجع إلى وضعها الأصلي متجهة إلى 
لا 


a HY 
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مسأل تحدي (ANY)‏ 

إذا سمحنا لعربة المحرك بالرجوع إلى وضعها الأصلي بحيث يكون اتجاهها 
إلى اليسار (أي بعكس الاتجاه الذي بدأت منه) فبيّن كيفية إنجاز المهمة بست 
خطوات فقط. 


(Y.Y)‏ مسائل مستحيلي الإنشاء 
Things That Are Impossible‏ 


نبداً بعينة من مسائل المغالطات الهندسية العديدة. 
(at lia‏ (1,1,7) 

نقدم "برهاتًا" على أن جميع المثلثات متساوية الساقين. طبعًا هذا الادعاء 
Ebla‏ على سبيل المتال» يوجد مثلث أطوال أضلاعه 7.665 وهو بالتأحيد ليس 
متساوي الساقين. لذا "فالبرهان" الذي سنقدمه يحتوي على خطأ وهذا الخطأ دقيق. 
والمطلوب هنا هو اكتشاف هذا الخطأ. 
Olay‏ أن جميع المثلثات متساوية الساقين: 

نبداً بالشكل رقم (54١)الذي‏ يبين مثلث AABC‏ ونرسم المنصف AY‏ 


8 Y 6 


شكل رقم (10t)‏ 


E 


متفرقات 


لدينا حالتان هما: 

2 متطابقان.‎ AAYC و‎ AAYB عندئن:؛ المثلثان‎ . BC عمودي على‎ AY z 
المثلثين متشابهان. وبما‎ gla لذا‎ . BYA=CYA و‎ BAY =CAY الحقيقة‎ 
ضلع مشترك فهما متطابقان. إذن» 4480 متساوي الساقين.‎ AY أن‎ 

؟. AY‏ ليس عموديئًا على AY wine. BO‏ يقطع المستقيم العمودي على 
gist! BC‏ يمر dean‏ متتصنف BC‏ وتكن 7 : تقرض أن تقطة التقاطع 


هذه هي × . نرسم الآن XE‏ عموديئًا على AC‏ و XF‏ عموديئًا على AB‏ 
كما هو مبين 2 الشكل رقم )00( 


B DY 4 
(100) شكل رقم‎ 

فرضنا أن X‏ تفع داخل AABC‏ ومن ثم فإن E‏ نقطة على AC‏ (وليست 
على امتداده) و F‏ نقطة على AB‏ (وليست على امتداده). الآن» AAXE‏ و AAXF‏ 
متطابقان لأن: AX‏ ضلع مشترككء ola lad . XFA = XEA. XAF = XAE‏ 
ABXF Éis. AF = AE‏ و ACXE‏ متطايقان. لرؤية ذلك لاحظ أن XD‏ 
منصف عمودي للضلع BC‏ . لذا BX = CX old‏ . أيضاء من التطابق السابق لدينا 
BEX = CEX XF = XE‏ (كلاهما قائمة). وبهذا فإن المثلثين متطابقان 

. AB = AF + FB = AE + EC = AC «jil . FB = EC ونجد أن‎ 


Vio 
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وبهذا يكون AABO‏ متساوي الساقين. 
2 الحالة (؟) يجب أن ندرس الحالة التي تكون فيها النقطة X‏ خارج المثلث 


0 .الشکل رقم )103( يبين ذلك. 


شكل رقم )101( 


يبين الشكل رقم )103( Éa‏ أن XF‏ العمودي على AB‏ ويقطع امتداد 
AB‏ عند F‏ و XE‏ العمودي على AC‏ ويقطع امتداد AC‏ عند /1. كما 2 


asi. AF = AE متطايقان ونجد من ذلك‎ AAXE و‎ AAXF السابق» المثلثان‎ 
wa). FB = EC متطابقان وينتج عن ذلك‎ ACXE و‎ ABXF 
AB = AF — FB = AE — EC = AC 
متساوي الساقين.‎ AA BC ويهذا نخلص إلى أن‎ 


الحل: 
تقترح الأشكال وجود خطأ 24 التبرير؛ لكن ما هذا الخطأ؟ تساعدنا الأشكال 


فقط 2 استيعاب المفهوم» لكن البرهان يكمن 2 العبارات والأفكار المستخدمة والتي 


تظهر على أنها مترابطة منطقيًا. 


اي 


متفرقات 


لا يوجد خطأ 4 الحالة التي يكون فيها منصف الزاوية A‏ عموديًا على 
الضلع BC‏ لأن هذا صحيح فقط عندما يكون المثلث متساوي الساقين. إذن» الخطأ 
هو & الحالة (Y)‏ 
Yii ab‏ الحالةالتي تقع Led‏ النقطة X‏ داخل المثلث. سنبرهن الآن 
استحالة ذلت. ولهذا الغرض نفرض أن BAY = CAY‏ = 6 . باستخدام قانون 
جيب التمام لدينا : 
(BY) = (AB) + (AY) —2(AB)(AY)cos@‏ 
(CY) = (AC)? + (AY) —2(AC)(AY) cos‏ 
الآن» إذا كان AB > AC‏ فيمكن الاستنتاج وبسهولة أن BY > CY‏ لأن: 
(AB)? + (AY) —2(AB)(AY)cos6‏ 
(AY) + AB(AB — 247 cos8)‏ = 
(AY) + AC(AC —2AY cos6)‏ > 


وبهذا فإن الوضع الصحيح يجب أن يكون كما 2 الشكل رقم (VOV)‏ 
A‏ 


B YD Cc 
(NOV) شكل رقم‎ 


نترك للقارئ معالجة الحالة التي تقع فيها النقطة X‏ خارج المثلث. 


== 
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[Turton ا[تورتون-‎ )1١,2,7( مسال‎ 


as as 01 59 s 
ان 3 = ا‎ "Olay" بے‎ Lest) جد‎ 


قبل أن نقدم البرهان الخاطئ» دعنا نؤكد أن برهان صواب تقرير bL‏ هو أمر 
خطير جد ؛ لأنه إذا كان A‏ تقريرًا خاطتًا فإن التقرير الشرطي B‏ ج A‏ صائب مهما 
كانت قيمة صواب B‏ (انظر: P([KRAI]‏ ولذلك فإذا استطعنا تقديم "يرهان" على 
صواب Lola A‏ نكون قد أثبتنا أن جميع التقارير صائبة. ولهذا فإن تقديم "برهان" على 

a >» W T 
صواب ~ لا يعتبر شيتا مسلياء لكنه يؤثر 2 نسيج التفكير التحليلي.‎ 
الحل:‎ 

نفرض أن AABO‏ قائم الزاوية ومتساوي الساقين حيث BC‏ هو الوتر وأن 
AXBC‏ متساوي الأضلاع ويشترك مع AABO‏ بالضلع BC‏ كما هو مبين 2 
الشكل رقم .)١158(‏ 


شكل رقم )104( 


- YYA- 


متفرفات 


اختر نقطة H‏ على CX‏ بحيث يكون CH = CA‏ . ولنفرض أن K‏ نقطة 
BA ewe‏ :ارس اكشتقيم الذئ يمر بالتقطدين H‏ و K‏ ويقطع امتداد BC‏ 
عند النقطة ][ . ارسم القطعة المستقيمة M ysis. AL‏ نقطة منتصف AL‏ و N‏ 


نقطة منتصف HL‏ . افرض أن O‏ هي نقطة تقاطع العمود على AL‏ عند M‏ 
والعمودي على HL‏ عند N‏ . لاحظ أن 0 تقع على الجهة الأخرى من AL‏ المقابلة 
للنقطة × . نكمل الشكل برسم OL (OH «<04 (OC‏ . 

الآن» AOML‏ و AOMA‏ متطابقان لأنهما يشتركان 2 ضلع وأن 
AM = LM‏ ولهما زاويتان قائمتان. إذن» OA = OL‏ . بالمثل» SONL‏ و AONH‏ 
متطايقان. إذن» OH‏ = 04 . 


الآن» & المثلثين AOCA‏ و CA = CH .OA = OH :AOCH‏ (بالإنشاء)› 
يشتركان 2 الضلع OC‏ . إذنء هذان المثلشان متطابقان. ومن ذلك نجد أن 


o . = 7 .أي أن.‎ BCA = BCH 


يما أن 0 = 7 تقرير bLA‏ فيجب أن يكون هناك خطأ 2 البرهان. أين هذا 
الخطأ؟ )13 كان التبرير المنطقي صائبًا (ومن الواضح أنه صائب) فإن الخطأ يكمن 2 
الشكل الذي رسمناه للتوصل إلى النتيجة الخاطئة. من باب الفضول فإن المصدر 
[BALL]‏ الذي اعتمد عليه مؤلف هذا الكتاب للتوصل إلى هذه النتيجة لم يرسم شكلا. 
الجزء الأكثر غموضًا 4 هذه المسألة هو الادعاء Ob‏ النقطة O‏ تقع على الجهة الأخرى 
من AL‏ المقايلة للنقطة X‏ . نتحدى القارئ أن يجد الخطأ © هذا البرهان. 


مسال (7,؟,؟) 
بين استحالة رسم خطوط الشكل رقم )104( باستخدام قلم يبدأ عند نقطة 


ما ويرسم خطوطًا غير متقاطعة ومتصلة من دون أن يرفع يده عن القلم. 


PS 
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شكل رقم )108( 


الحل: 

هل تعلمنا Lind‏ عند دراسة مسألة جسور سانت بطرس بيرغ ومسائل 
الاستحالة ذات الطبيعة المشابهة لها؟ 

رسم المستقيمات المبين 2 الشكل رقم )104( يحتوي على نمطين من الرؤوس: 
النمط الأول رؤوس درجاتها (عدد الأضلاع الواقعة عليها) زوجية ورؤوس درجاتها 
فردية. )13 كان "تتبع الأثر" يعني دخول رآس والخروج منه (من دون السماح 
بتقاطعات) فإنه يجب أن تكون درجة ذلك الرأس زوجية. أما إذا كانت درجة الرأس 
فردية فإما أن الأثر لن يبدأ عند ذلك الرأس ولكنه سيصل هذا الرأس ولن يخرج منه 
(أي أن الأثرينتهي عند هذا الرأس) أو أن يبدأ الأثر عند ذلك الرأس وينتهي عنده. 

لاحظ أن الشكل رقم )104( يتكون من 4 رؤوس درجاتها فردية. ولهذا فالأثر 
يجب أن يبدأ أو أن ينتهي عند كل من هذه الرؤوس ومن الواضح أن ذلك 
مستحيل. لا 
مسألق تحدي )٤.۲,۷(‏ 

بين أنه يمكن حدف قطعة مستقيمة واحدة (يمكن أن تتكون القطعة 
المستقيمة الواحدة من عدد من الأضلاع بمفهوم نظرية الرسومات) ومن ثم تحويل 
الشكل رقم )104( إلى شكل يسمح بإنجاز مهمة المسألة(/ار؟ر") . 


- vy. - 


O) 


() 


(Y) 
(2) 


(°) 


C) 


متفرقات 


تمارين على Janti‏ السابع 


هل يمكن استخدام كل من الخانات 0,1,2,9 مرة واحدة فقط للحصول 
على مجموعة أعداد صحيحة موجبة مجموعها يساوي 100 ؟ 

يريد السيد/ حسام وزوجتيه والسيد/ عصام وزوجتيه عبور النهر إلى الضفة 
الأخرى. وسيلة المواصلات الوحيدة المتاحة هي قارب يتسع لشخصين. لا يمكن 
اجتماع أي من الزوجتين مع الزوج الآخرإلا بوجود زوجهما. هل يمكن 
للأشخاص الستة من عبور النهر ؟ كم عدد الرحلات اللازمة ؟ 

أعد التمرين رقم (Y)‏ إذا كان القارب يتسع لثلاثة أشخاص. 

أعد التمرين رقم )1( إذا كان عدد الرجال 3 ولكل منهم 3 زوجات والقارب 
يتسع لثلاثة أشخاص. 

أعد التمرين رقم (۲) إذا كان عدد الرجال 3 ولكل منهم 3 زوجات ويوجد 
قاربان كل منهما يتسع لشخصين. 

أثبت استحالة استخدام قلم رصاص لاتباع أثر خطوط الشكل رقم )+( 


ابتداءً من أي نقطة من دون أن ترفع يدك عن القلم. 


شكل رقم )+1( 


e 
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(y) 


(A) 


(A) 


Os) 


(VN) 


(VY) 


أي من حروف اللغة الإنجليزية المبينة 2 الشكل رقم )141( يمكن اتباع أثره 
بقلم رصاص ابتداءً من أي نقطة من دون أن ترفع يدك عن القلم ؟ لماذا ؟ 


ABCDEFGHIJKLMN 
OPQRSTUVWXYZ 


شكل رقم )191( 
إذا كان مجموع عددين حقيقيين موجبين يساوي 100 فبين استحالة أن 
يكون حاصل ضربهما يساوي 3000 . 
أثبت استحالة التغطية التامة لمربع Glas‏ طول ضلعه 1 بعدد منته من 
الأقراص المغلقة (القرص GLAM‏ هو دائرة ومجموعة نقاطها الداخلية) حتى 
لو سمحنا أن تتماس حدودها. 
أثبت استحالة التغطية التامة لقرص مغلق نصف قطره 1 بعدد منته من 
المربعات المغلقة حتى لو سمحنا أن تتماس حدودها. 
افرض أن T‏ مثلث متساوي الأضلاع مصنوع من ورق مقوى. بين استحالة 
استخدام مقص لقطع 7 إلى قطعتين إذا أعدنا لصقهما ينتج عن ذلك 
مربع. 
سيدتان تمارسان رياضة المشي على طريق مستقيمة تبدأ كل منهما من 
إحدى نهايتي الطريق. 2 اللحظة نفسها بدأتا المشي باتجاه بعضهما البعض . 
كل منهما تسير بسرعة ثابتة» لكن إحداهما أسرع من الثانية. تقايلتا على 
بعد 720 مترًا من نهاية الطريق اليمنى. عند وصول كل منهما إلى نهاية 
الطريق» استراحت لمدة عشردقائق» وبعد ذلك بدأتا ب2 المشي ليعودا إلى 
نقطة بداية كل منهما بالسرعة الأولى لكل منهما. تقابلتا هذه المرة على 
بعد 400 متر من نهاية الطريق اليسرى. ما طول الطريق ؟ 


a= 


CY) 


(1%) 


لحك 


O) 


(VY) 


متفرقات 


تنسب المتتالية التالية إلى الرياضي المشهورمن جامعة برنتسون جون 
كونوي «(John Conwag)‏ هل من الممكن معرفة الحد التالي من حدود 
المتتالية: 

...,4,1,6 ,2 ,3 ,4,8,1 ,2,3,1 م1 ,6 ,3 ب[ بآ بك ,1,1,1,3,1 
يستطيع مستكشف حمل كمية من المؤن تكفيه لثلاث أيام فقط. بدأ رحلته 
الصحراوية التي تهدف إلى التوغل 4 الصحراء والوصول إلى أبعد نقطة 
ممكنة. بناء على العقد الذي أبرمه مع الشركة الذي تمونه يسمح له 
بتخزين كمية من المؤن تكفيه لعشرة أيام على الأكثر. يسمح له بالتوغل 2 
الصحراء إلى مسافة معينة ويخزن بعض التموين 2 إحدى الواحات ويرجع 
لحمل كمية إضافية من التموين. يستطيع أن يسير 8 أميال 2 اليوم. ما 
أبعد مسافة يستطيع سيرها S‏ 
احسب مساحة ولاية نيفادا [إرشاد: لإنجازذلك تحتاج إلى خارطة جيدة 
للولاية ومنقلة لقياس الزوايا]. 
*لدينا 12 من العصي الخشبية طول كل منها قدم واحد. ما عدد طرق 
تجميعها لإنشاء هيكل مكعب. 
جلس طفلان على طاولة لإنشاء مكعبين. طول ضلع المكعب الأول 4 بوصات 
وطول ضلع المكعب الثاني 2 بوصة. حجم المكعب الكبير هو 64 = 4° يوصة 
مكعبة وحجم المكعب الصغير هو 8 = 2° بوصة مكعبة. متوسط طول ضلعي 


8 + 64 2+4 


حجم المكعب الذي طول ضلعه متوسط طول ضلعي المكعبين لا يساوي 
متوسط حجم المكعبين. لماذا $ 


المترجمان: هذه مسألة تركيبات والمكان المناسب لها هو الفصل الثالث. 


<= 
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OA) 


(14) 


(T=) 


aaa‏ اشعال محضكة gagi a‏ اساسا 
للعديد من التحليلات النفسية والاجتماعية والاقتصادية. 

أنت و49 آخرين متواجدين 2 زنزانة واحدة جميعكم معصوبي الأعين ولا 
يسمح لكم بالتحاور مع بعضكم. وقف آمر السجن أمام الزنزانة وأعلن أن 
أمامكم خمس دقائق فقط للاختيار. إذا لم يرفع أي منكم يده بعد مرور 
الدقائق الخمس فسيدفع كل منكم 10 دولارات ويطلق سراحكم. أما إذا رفع 
أحدكم يده اليمنى فسيدفع كل واحد رافع يده مبلغ 20 دولاراً ويدفع كل 
واحد لم يرفع يده مبلغ 100 دولار. 

من الواضح أن الخيار الأمثل هو عدم رفع أي من المساجين يده. ولكن إذا رفع 
أحد المساجين يده فيكون من الأفضل لك رفع يدك (لأنك 2 هذه الحالة 
ستدفع 20 دولارًا عوضًا عن 100 دولار). ماذا سيكون قرارك؟ هل هذه إجابة 
واضحة؟ هل توجد إستراتيجية مثلى ؟ 

اشتركت 2# أحد برامج المسابقات. عرض عليك مقدم البرنامج أن يدفع لكت 
0 دولارالآن أوأن تقوم بتدوير الدولاب. إذا اخترت تدوير الدولاب فإن فرصة 
ربحك لبلغ 800 دولارهي 80% وفرصة خسارتك لكل شيء هي 20% . ما 
الخيارالأنسب FS‏ كيف يمكن تعديل المبلغ 800 دولار؛ لكي يغريك لتغيير 
خيارك؟ ماذا لو كانت فرصة ربحك على الدولاب هي 7500 ؟ 

لنفرض أنك تريد معرفة عدد النحل 2 إحدى خلايا النحل. قمت بأخذ 
0 نحلة من الخلية وعلمتهم بوضع صبغة عليهم. بعد ذلك أعدتهم إلى 
الخلية بطريقة تسمح لهم بالاختلاط مع بقية نحل الخلية. بعد فترة زمنية 
أخذة 100 تة مشوافينًا فخ الخنية ولاحظت ان من Let‏ ست CMS‏ 
PETRE E NPF‏ الذي يمكن استنتاجه عن عدد النحل 2 الخلية ؟ هل 


هذه طريقة ملائمة لمعرفة عدد النحل 2 الخلية؟ 


اللاي 


(۱) 


(YY) 


متفرقات 


هذا التمرين هو أحد التمارين الذي اشتهر بطرحها الرياضي الهنغاري بول 
إيردوش (انظر: .([MPI]‏ لنفرض أن N‏ عدد صحيح موجب ثابت. ما أصغر 
عدد من الأشخاص الذي يتوجب وجودهم 2 غرفة بحيث نضمن وجود على 
الأقل N‏ منهم يعرفون بعضهم البعض أو N‏ منهم لا يعرفون بعضهم 
البعض؟ على سبيل المثال» فإذا كان عدد الأشخاص المتواجدين 2 الغرفة هو 
Lola 2‏ أن هذين الشخصين يعرفان بعضهما أو لا يعرفان بعضهما. وهذا حل 
المسألة عندما يكون 2 = N‏ . إذا كان 3 = N‏ فأثبت أن الإجابة هي 6. 
هذه المسألة تزداد تعقيدًا psp JS‏ فسكلة: الحل غير معلوم عندما يكون 
.N =6‏ 

أكمل خطوات البرهان التالي لإثبات عدم وجود عدد كسري مريعه 
يساوي 2 : 


(أ) نفرض وجود عدد كسري © = بر حيث 2 = / (نستطيع افتراض 
أن © و b‏ عددان صحيحان موجبان القاسم المشترك الأكبر بينهما 
يساوي 1 .أي أن الكسر بآبسط صورة ممكنة). 

2 
(ب) من الفرض لدينا 2 = ”ر = E]‏ ومن ثم نجد أن: 
(x) a = 2‏ 

(ج) بماأن 2 يقسم ”20 فإن 2 يقسم ”۵ .وبهذافإن 2 يقسم 4 . 
إذن» :20 = 0 حيث 0 عدد صحيح موجب. 

20? = b? نجد أن‎ )*( 2a بالتعويض عن‎ (a) 

(ه) بماأن 2 يقسم 207 فإن 2 يقسم ”0 ومن ثم 2 يقسم b‏ 

cut (9)‏ أن 9 دض كلا من a‏ و 6. إن ذلك يعني وجود قاسم مشترك 


syo- 


أساليب حل المسائل 


(YY) 


(f) 


cre) 


CD 
(YY) 


(YA) 


O 


بين © و 5 . ولكننا افترضنا عدم وجود قواسم مشتركة بينهما. هذا 


التناقض يعني أن العدد الكسري = ام غير موجود. 
أثبت عدم وجود عدد كسري مريعه يساوي 8 . [إرشاد: إما أن تستخدم نتيجة 
التمرين رقم (YY)‏ أو أن تتبع طريقة مماثلة لطريقة حل التمرين رقم UCYY)‏ 
تفن )1 ius‏ هفيك aes‏ کان لدىد بن هد ةا كرا کاک أت 
نه عددًا صحيحا. 
أثبت وجود عدد غير كسري بين أي عددين كسريين. 
أثبت وجود عدد كسري بين أي عددين كسريين. 
هذا التمرين يتطلب استخدام عدد من الأفكارالتي سبق وأن تعلمناها 2 
أجزاء مختلفة من هذا الكتاب وهو تمرين يحتاج إلى بعض التحايل. اطرحه 
على بعض أصدقائنت. 
لدينا أربع نقاط A, 8,0, D‏ مختارة عشوائيا من مريع وحدة. رسمنا بينها 
قطع مستقيمة بالترتيب DA CD «BC AB‏ . ما احتمال أن يكون 
الشكل الناتج محدبًا؟ اقدم هذه المسألة جايد فنسن- Wade Vinson‏ 
مستكشف جريء» سار ميلا باتجاه الجنوب ثم ميلا باتجاه الشرق ثم ميلا 
باتجاه الشمال وانتهى 2 المكان نفسه الذي بدأ منه. ماالسبب 2 ذلك ؟ هذا 
ممكن إذا بدأ المستكشف عند القطب الشمالي. جد عدد غير منته من الطرق 
لتحقيق ذلك. 
[أخذت هده المسألة من محاضرات كتبها Se‏ فيلوز ونيل 
كويلتز" [Mike Fellows and Neal Koblitz-‏ 
النص التالى هو نص معمى (encryption)‏ لنص مأخوذ من اللغة الإنجليزية 

ESPNTASPCSLDMPPYMCZVPY 

تمت عملية التعمية بإزاحة كل من حروف الرسالة الواضحة (الأصلية) يعدد 


TE 


(Ts) 


متفرفات 


ثابت من الحروف سواء إلى اليمين أو إلى اليسار. فمثلاء إذا أزحنا كل من 
حروف الرسالة "HELLO THERE"‏ 5 حروف إلى اليمين فإن الرسالة المعماة 
الناتجة عن ذلك هي YMIWJ"‏ 211100" . 

لاحظ أن "M"‏ يقع بعد خمس حروف (إلى اليمين) من الحرف "H"‏ (أي أن أول 
حروف النص المعمى يأتي بعد خمسة حروف من أول حروف النص الواضح) 
وأن "J"‏ يقع بعد خمسة حروف من"۴" وهكذا. أما إذا أجرينا عملية التعمية 
بإزاحة كل من حروف الرسالة الواضحة "BOO HOO"‏ ثلاثة حروف إلى 
اليسار (آي 3-) فإننا نحصل على الرسالة المعماة ELL"‏ :1:آل". 

V2 قحد الوضول الى‎ alee Sarat أن‎ yb as ai 
إلى اليسار نحصل‎ Bo p> نعود مباشرة إلى الحرف "8". أي أنه بإزاحة 8 ثلاثة‎ 
.(A,X,Y) Y على‎ 

حصلنا على الرسالة المعماة المقدمة 2 بداية هذا التمرين بطريقة الإزاحة (إما 
الموجبة أو السالبة). جد الرسالة الواضحة. [إرشاد: حذفنا الفراغات بين كلمات 
الرسالة. الحرف الأكثر ترددًا (شيوعًا) باللغة الإنجليزية هو الحرف "E"‏ ما 
الحرف الذي يأتي بعد ذلك؟ وبعد ذلك ؟ استخدم هذه المعلومة لتخمين 
الحروف المقابلة للحروف الأكثر ترددًا 2 النص المعمى]. 

نظام التعمية لفيجينير (Vigenere cipher)‏ هو طريقة تعمية مكونة من إزاحات» 
لكن هذه الإزاحات تستخدم كلمة سرية تسمى مفتاح التعمية تتم عملية تعمية 
الرسائل على النحو التالي: لنفرض أن مفتاح التعمية هو الكلمة "FLAT"‏ 
الخطوة الأولى تتم بتحويل حروف مفتاح التعمية إلى ما يقابلها من الأعداد*: 


المترجمان: التقابل الذي استخدمه المؤلف هو 
BOD XK Y¥ Z‏ 
26 25 24 4 3 2 1 


=i - 
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الحرف F‏ يقابل العدد 6 والحرف L‏ يقابل العدد 12 والحرف A‏ يقابل العدد 1 
والحرف T‏ يقابل العدد 20 . ويهذا FLAT+> 6 12 1 20 ola‏ لنفرض الأن أن 
الرسالة الواضحة هي:1100 SEE THE‏ 
تتم عملية التعمية بإزاحة الحرف الأول 5 ستة حروف إلى اليمين (العدد 
المقابل لأول حروف مفتاح التعمية). وبهذا فالحرف S‏ يعمى إلى ۷. بعد ذلك 
نقوم بإزاحة الحرف الثاني E‏ ب 12 حرفا إلى اليمين ليقابل Q‏ الآن» نقوم 
بإزاحة الحرف الثالث E‏ حرفا واحدا إلى اليمين ليقابل الحرف ۴ (لاحظ أن 
الحرف الثالث E‏ من النص الواضح لم يقابل الحرف المعمى Q‏ الذي يقابل 
الحرف الثاني E‏ من النص الواضح). وبعد ذلك نقوم بإزاحة الحرف الرابع 
20T‏ حرقًا إلى اليمين ليقابل الحرف ON‏ 
نكون الآن قد استنفدنا حروف مفتاح التعمية. ولتكملة عملية التعمية نبدأ 2 
استخدام حروف كلمة المفتاح من جديد لتعمية ما تبقى من حروف النص 
الواضح: تقوم بإزاحة H‏ ست حروف إلى اليمين ليقابل N‏ إزاحة ۴ 12 حرفا إلى 
اليمين ليقابل Q‏ إزاحة H‏ حرفًا واحدًا إلى اليمين ليقابل 1 إزاحة 0 إلى اليمين 
0 حرفا ليقابل [. وأخيرًا نقوم بإزاحة G‏ ستة حروف إلى اليمين ليقابل -M‏ 
وبهذا تكون الرسالة المعماةالمقابلة للرسالةالواضحة "SEE THE HOG"‏ 
باستخدام نظام فيجينير بمفتاح تعمية "FLAT"‏ هي: "1111 "YQF NNQ‏ جد 
الرسالة الواضحة للرسالة المعماة : 

CPTOTXTCVPCNNCTW XPU 
إرشادك هو أن مفتاح التعمية كلمة مكونة من حرفين وأننا حذفنا الفراغات‎ 
بين كلمات النص.‎ 
من مفتاح‎ T  عبارلا هو العدد 20 والعدد المقابل للحرف‎ T المترجمان: لاحظ أن العدد المقابل للحرف‎ 
بالجمع نجد أن المطلوب هو إيجاد الحرف المقابل للعدد 40 2 الهجائية ابتداءً من‎ . Leas 20 التعمية هو‎ 


الحرف T‏ وهذا هو الحرف N‏ (المقابل للعدد 14). 


E 


الفصل الثامن 
الحياة الواقعيي 
Real Life‏ 


Milt gcele ( +,A)‏ اسلا لی 


Introductory Remarks 


إن المسائل المشتقة من الحياة الواقعية تكون 2 العادة مسائل معقدة وهي غالبا 
تحتاج إلى أفكار وترميز خاص,» و أحيان كثيرة لا تحتوي هذه المسائل على قياسات أو 
صياغات دقيقة. ولذلك يحتاج المحلل والمتعدي لحل هذه المسائل إلى بعض التخمينات 
والتقريبات ليتمكن من صياغة المسألة المطلوب حلها. أحيانًاء نحتاج إلى كميات 
كبيرة من البيانات قبل التمكن من صياغة السؤال. ولهذه الأسباب نرى أن موقع هذه 
المسائل ليس كتابًا بسيطًا ومختصرا مثل هذا الكتاب. 
لذاء فإن الغرض من هذا الفصل هو تقديم بعض المسائل المصاغة بأسلوب غير 
رياضي» لكن يسهل dale!‏ صياغتها رياضيًا ومن ثم حلّها. فإذا وجدت أن بعض المسائل 
سهلة جدًا فالسبب يرجع إلى الملاحظات السابقة. هذه المسائل مقدمة فقط لغرض 
التدريب واكتساب الخبرة. 
)1.4( عناصر يوميي 
Everyday Objects‏ 
نقدم هنا مسائل متنوعة من المحيط الذي نعيش فيه. الإستراتيجية الأساسية 
هنا هي النظر إلى الأشياء المألوفة بطريقة جديدة. لا تقيد نفسك بما هو شائع أو 
واضح. قاوم الإغراء عند رؤيتك لمسألة بالقول: "إن هذه مجرد خدعة بسيطة" LEY‏ 
ليست كما تظن. إنها الطريقة الصحيحة للنظر إلى الأشياء. 


- ۳۳۹ - 
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مسال (۱,۱,۸) 

يبين الشكل رقم (VY)‏ دولارًا Legace‏ بالطريقة المبينة بمشبكي ورق. إذا 
سحبنا plo‏ 2 الدولار بقوة لفصله عن المشبكين فإن الدولار سينفصل عن المشبكين؛ لكن 
المشبكين سيرتبطان ببعضهما البعض. ما السبب وراء ذلك ؟ 


شكل رقم OW)‏ 


الحل: 


قم بسحب طرك الدولار ببطء ثم راقب ما الذي يحصل مع المشبكين. يمكن أن 
ترى ذلك بالاستعانة بقطعة نقد (انظر: الشكل رقم OVW‏ 


شكل رفم (VW)‏ 
الذي يحصل هو آنڪ تقوم بسحب أحد المشبكين بين طرفين مستدقين للمشبكت 
الآخر» وبهذا يتم ربطهما. الهزة الأخيرة للدولار تقذف المشبك الأمامي أعلى الدولار 
ليرتبط بالمشبك الخلفي وينتج عن ذلك تحرير الدولار وربط المشبكين. L‏ 
مسال CY, NA‏ 
بيّن كيف يمكنك إجراء قطع 2 قطعة من الورقة طولها 5 بوصات وعرضها 


3 بوصات بحيث تستطيع العبور من خلال هذا القطع ؟ 


PE» - 


الحياة الوافعية 


الحل: 
الشكل رقم )١154(‏ يبين كيفية إجراء هذا القطع. 
شكل رقم (Vit)‏ 
بعد الانتهاء من القطع نقوم بسحب القطعتين بلطف لتتشكل حلقة محيطها 
حوالي أربع أقدام وهي كافية لوضع قدميڪ خلالها إذا كنت حذرا. L‏ 
CYANA) Atle‏ 


وضعنا مجلدي كتاب صعود وسقوط الإمبراطورية الرومانية لمؤلفه جيبن 


(VNC) على رف مكتبة كما هو مبين 4 الشكل رقم‎ (Gibbon) 


شكل رقم )110( 
1 
سمڪ غلاف كل منهما z‏ بوصة. سمك صفحات كل Logie‏ )500 صفحة للمجلد 


الواحد) يساوي 2 بوصة. تريد دودة صغيرة الحجم إحداث ثقب 4 أي مكان بين 


- Ye\ - 
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المجلدين لتتمكن من الزحف على جميع صفحات المجلدين (من الصفحة الأولى 
للمجلد الأول إلى صفحة المجلد الثاني الأخيرة). كم طول الثقب الذي تحتاج عمله 
الدودة لإنجاز رحلتها ؟ 
الحل: 

كما هو مبين 2 الشكل رقم )110( المجلد الأول يقع على اليسار والثاني على 
اليمين. لاح ظ أن الدودة تحتاج فقط ثقب الغلافين المتلاصقين فقط Leag‏ الغلاف 
الأمامي للمجلد الأول والغلاف الخلفي للمجلد الثاني. أي أن طول الثقب هو 
1 1 1 


Ll tag كه‎ SS 
Fg 8 4 


)٤.۱,۸(يدحت‎ AT Live 
لنفرض أن لدينا طبعة ثانية من كتاب جين مكون من 4 مجلدات. سمت‎ 
1 eins 
الأئيصة. ما طول‎ ENE CARS و‎ SER Rg كل غلاف هو‎ 
الثقب الذي تحتاجه الدودة لتتمكن من الزحف من أول صفحات المجلد الأول إلى آخر‎ 


صفحات المجلد الرابع؟ 


مسأل CONA)‏ 
رسمنا دائرة نصف قطرها يقع بين 2 بوصتين و 4 بوصات على قطعة من 
الورق. لدينا مربع مصنوع من البلاستيك طول ضلعه 10 بوصات. من دون استخدام 

المسطرة والفرجار كيف يمكن تحديد مركز الدائرة؟ 
الحل: 
هذه المسألة هي مسألة إنشاء باستخدام المسطرة والفرجارولكن من دون 


الفرجار. كل ما بإمكاذنا عمله هو استخدام حواف المريع لرسم خط مستقيم وزاوية 


VEPs 


الحياة الواقعية 


ثبت إحدى زوايا المربع بحيث تمس الدائرة من الداخل ثم ارسم زاوية قائمة داخل 
الدائرة. ولكننا نعلم من الحقائق الهندسية أن الزاوية القائمة تقابل نصف دائرة. لذا OLB‏ 
نقطتي تقاطع المربع مع الدائرة هما طرفا قطر 2 الدائرة (تعمدنا عدم تزويدك بشكل 
لتقوم برسم الشكل بنفسك). استخدم حافة المريع لرسم هذا القطر. أعد الخطوات 
السابقة لرسم قطرآخر. الآن؛ نقطة تقاطع القطرين هي مركز الدائرة. L‏ 
At Live‏ تحدي (VA)‏ 

إذا استبدلنا المربع 2 المسألة السابقة بمثلث متساوي الأضلاع مصنوع من 
البلاستيك فهل يمكن تحديد مركز الدائرة 2 هذه الحالة؟ 
مسأل (V.\.A)‏ 

طول غرفة 10 قدم وعرضها 8 قدم وارتفاعها T‏ قدم. يجثم عنكبوت على 
جداريعديه EXT‏ ويبعد 6 يوصات عن السقف 29 منتصف الجدارين المتجاورين. 
تقف ذيابة على الجدارالمقابل على بعد 6 يوصات من أرض الغرفة و2 منتصف 


الجدارين المتجاورين (انظر: الشكل رقم 155). 


شكل رقم (177) 


اب 
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قدرالعنكبوت التخطيط لاصطياد الذبابة بهدوء وذلك بالسير على جدارات» 
أرض الخرفة» سقف الغرفة. ماأقصرممرممكن يحتاجه العنكبوت للوصول إلى 
الذبابة؟ 
الحل: 

أعد تركيب الغرفة كما هو مبين ب2 الشكل رقم CVA)‏ 


شكل رقم (VW)‏ 
أقصر مسافة من العنكبوت إلى الذبابة هي مسافة مستقيمة كالبينة 4 الشكل. لاحظ 
وجود طرق أخرى لإعادة تركيب الغرفة ومن ثم توجد مسافات خطية أخرى يمكن أن 
يسلكها العنكبوت للوصول إلى الذبابة. جرب هذه الطرق واقنع نفسك أن ال ممر المبين 2 
الشكل رقم (VV)‏ هو الأقصر. لأا 


- Yet - 


الحياة الواقعية 


يوضح حل المسألة السابقة مبدأ Lege‏ ليس بالضرورة محاولة الوصول إلى 
حل مسألة كما هي معطاة. حاول Sale)‏ صياغتها حتى تتمكن من فهمها. 
مسألق تحدي CANA)‏ 

wei‏ حل المسألة السابقة إذا كان العنكبوت والذبابة يقفان على زاويتين 
متقايلتين (أحدهما على زاوية السقف والآخر على الزاوية الأرضية المقابلة) . 
مسألت )9.1.4( 

تيك كارورة فز عا ا ahaa‏ ت PE EE‏ مته وكيا اا د 
القارورة (حوالي نصف حجمها) كما هو مبين 4# الشكل رقم (158). عنق القارورة 
مستدق (كما هو الشكل المتعارف عليه للقوارير) ثم قفلناها بغطاء محكم. كيف 
يمكن إيجاد حجم القارورة باستخدام مسطرة فقط؟ 
الحل: 

لاحظ أن مفتاح الحل للمسألة هو إيجاد حجم الجزء المستدق من القارورة وهو 
أمرصعب جدًا حتى مع وجود أدوات قياس دقيقة. إن المعلومة التي لدينا (يكتنف 
استخدامها بعض الغموض) هي كمية السائل 2 القارورة. كيف يمكن استخدام هذه 
المعلومة؟ 

Moi‏ استخدم المسطرة لقياس القاعدة (سواء كانت المريعة أو الدائرية) ثم 
احسب مساحتها ولتكن 4 . الآن» استخدم المسطرة لقياس ارتفاع السائل وليكن 
7.احسب حجم السائل 2 القارورة وهو ۸×۸ = / . 


الآن؛ اقلب القارورة كما هو مبين 2 الشكل رقم )134( 


EOS 
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قاعدة مربعة قاعدة دائرية 
شكل رفم (U)‏ شكل رقم )114( 
لاحظ أن السائل سيملاً الجزء المستدق من القارورة (الجزء الصعب القياس) والجزء 
الفارغ (مملوء بالهواء) هو عبارة عن أسطوانة. الآن استخدم المسطرة لإيجاد ارتفاع 
الجزء الفارغ وليكن ۸ .احسب حجم الجزء الفارغ وليكن /7 ×4 = V‏ إذن حجم 
القارورة هو oo V +V’‏ 


مسأل (V+. NA)‏ 
سيارة جديدة مزودة بثلاثة أجهزة (وسائل) لتوفير استهلاك الوقود. يوفر 
الجهاز A‏ نسبة 25% من الاستهلاك ويوفر الجهاز 8 نسبة 45% من الاستهلاك 

ويوفر الجهاز € نسبة 30% من الاستهلاك. 

تقرف افا هة الا DANN Sige‏ مما وان قاش رها سكفلا .هل فعون Aid‏ 
ذلك توفير 100 = 30 + 45 + 25 2 المائة من الاستهلاك ؟ هذه الإجابة غير ممكنة. 
لماذا ؟ 
الحل: 

قبل حل هذه المسألة يكون من الأنسب الرجوع إلى التمرين رقم (Y7)‏ من تمارين 
الفصل السادس. 

بالتأكيد الإجابة 100% غير ممكنة وذلك للمبداأً البسيط وهو استحالة 
الحصول على طاقة من العدم. آما التحليل الصائب فهو على النحو التالي: عند تشغيل 
الجهاز A‏ فإنه يستهلك 0.75 من الوقود الذي سيستهلكه المحرك من دون تشغيل أي 


عب 
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الأجهزة. عند تشغيل الجهاز 8 فإنه يستهلك 0.55 من الوقود المستخدم لقطع 
المسافة نفسها. وعند تشغيل الجهاز Co‏ فإنه يستهلك 0.70 من الوقود لقطع المسافة 
نفسها. لذا فإن كمية الوقود المستهلكة لقطع المسافة نفسها عند تشغيل الأجهزة 
التلاتة هي 0.28875 = 0.70 × 0.55 × 0.75 إذن» كمية التوفير الكلية هي 
0.71125 = 0.28875 — 1 أو 71.125% من استهلاك الوقود. نا 


CNAA) atte 
جزء من عصير البرتقال‎ k يتم تحضير كوكتيل البرتقال والليمون بخلط‎ 
مع جزء واحد من عصير الليمون. يحتوي عصير البرتقال على 40% لب البرتقال‎ 

ويحتوي عصير الليمون على 207% لب الليمون. 

نقول: إن كوكتيل البرتقال والليمون "ممتاز" إذا احتوى على القليل من 
عصير الليمون. على سبيل SLAM‏ إذا كان 15 = A‏ فإن الكوكتيل "ممتاز". أما Va)‏ 
كان 5 = ۸ فنقول: إن الكوكتيل "علاجي". بعض الأشخاص لا يفضلون تناول 
الكوكتيل الممتاز على اعتبار أنه يحتوي كمية كبيرة من اللب والبعض الآخر يفضل 
تناول الكوكتيل الممتازلأنه طعمه أفضل. ناقش ذلك يحساب نسبة اللب 2 
الكوكتيل الممتاز مقارنة بنسبة اللب ب2 الكوكتيل العلاجي. 
الحل: 

دعنا ندرس Yi‏ الكوكتيل العلاجي. إنه مكون من 6 celjai‏ 5 أجزاء عصير 
برتقال وجزء عصير ليمون. كل جزء من أجزاء عصير البرتقال يحتوي على 4070 
لب. أي أنه يحتوي على 2 = 5 × 0.4 جزء لب. Lei‏ جزء عصير الليمون فيسهم بمقدار 
0.2 = 1 × 0.2 من الجزء لب. إذن» يحتوي الكوكتيل العلاجي على 2.2 جزء من 


22 
كل 6 أجزاء. أي نسبة اللب 2 الكوكتيل العلاجي هي 36.67% حم 


Úi وجرا‎ SUAS putt جرا الكوككيل الممتاز مساوق 15-16 جروا هين‎ ase Lel 
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من الليمون. عدد أجزاء اللب 2 هذا الكوكتيل فهي 6.2 = 1× 0.2 + 15× 0.4 . لذا 
فنسبة اللب 4 هذا الكوكتيل هي 38.75% = ES‏ . وهذه ليست أعلى بكثير من نسبة 
اللب 2 الكوكتيل العلاجي. لا 
مسألت )1,4 (W,‏ طريقة الاتصاليت" 
هي إحدى الطرائق المهمة جدًا 4 الرياضيات. سبق وأن قدمنا أمثلة Leste‏ 2 

البند رقم (۲,). إنها تثبت وجود حل لبعض المسائل من دون إنشاء هذا الحل. 

نركزاهتمامنا على نوع من المسائل يدعى "مسائل ساندويشات اللحم 
المدخن". ومع أن هذا النمط من المسائل يظهر على أنها تحتوي على بعض العبثية» 
لكنها 4 الحقيقة نماذج أولية لعدد من المسائل المهمة 2 التبولوجيا والهندسة. 

أولى هذه المسائل: افرض أن لدينا كمية من اللحم المدخن ثنائي البعد 
موضوعًا 2 المستوى على أي شكل من الأشكال (يمكن أن يكون على شكل نجمة أو مريع 
أو مجرد كتلة ليس لها شكل معين) كما هو مبين 4 الشكل رقم .)17١(‏ 


شكل رقم (Ws)‏ 


مساحتين متساويتين ؟ 


المترجمان: الاسم الشائع لها هو طريقة البرهان غير الإنشائي (الوجودي). 
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الحل: 

الفكرة الأساسية لحل هذه المسألة هو إيجاد دالة متصلة ومن ثم الاستفادة من 
خصائص الدوال المتصلة. لنفرض أن مساحة اللحم المدخن تساوي 1 وتقع داخل 
منطقة محدودة 2 المستوى Ci)‏ أن اللحم المدخن هو كما تراه 2 الواقع): 

لكل 2 على المحور الأفقي» نفرض أن f(T)‏ هي مساحة اللحم المدخن الواقعة 
إلى يسار المستقيم الرأسي الذي يمر بالنقطة a‏ (انظر: الشكل رقم (AVA‏ 


IFS 


شكل رقم (Wy)‏ 


لاحظ أنه إذا كانت قيمة ‏ سالبة كفاية (ولتكن =a‏ ) فإن المستقيم 
الرأسي يقع إلى اليسار من اللحم المدخن ويكون 0 = f(x)‏ (أي لا يوجد لحم مدخن 
على يسار المستقيم الرأسي الذي يمر بالنقطة:) كما هو مبين 2 الشكل رقم 
(vy)‏ 
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شكل رقم (WY)‏ 
ومن ناحية أخرى إذا كانت قيمة T‏ موجبة كفاية (ولتكن 8 = ) فإن 
> جميع اللحم المدخن يقع على يسار المستقيم الرأسي المار بالنقطهةه 7 . ويدذلك يكون 
f(x) = 1‏ . انظر : الشكل رقم (۱۷۳). 
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الآن f‏ دالة متصلة. إن ذلك يعني أنه عند تحريكت T‏ قليلاً فإن قيمة f(x)‏ 
ia‏ قلا .حاون إقناع نفسك أن هذا صحيح (التفسير الرياضي الدقيق Stas‏ 
يحتاج إلى موضوع متقدم 2 الرياضيات وهو نظرية المقياس). 

تدكرأن الدالة المتصلة التي مجالها فترة هي دالة يمكن رسم بيانها من دون 
رفع القلم عن الورقة. أي أن بيانها لا يحتوي على قطع أو قفزات. الآن» بيان دالتنا يمر 
بالنقطتين )0 (~a,‏ و )8,1( Lory.‏ أنه متصل فإنه سيقطع المستقيم ; = y‏ مرة 


واحدة على الأقل كما هو مبين 2 الشكل رقم ANVE)‏ 


شكل رقم (VE)‏ 


لنفرض أن نقطة التقاطع هذه هي: 


1 
إذا كانت r= y‏ فو = f(r)‏ . إن هذا يعني أن نصف مساحة اللحم 
المدخن تقع على يسار المستقيم الرأسي 7 = E‏ . ولكن هذا يعني أيضا وقوع نصف 


مساحة اللحم المدخن الأخرى على يمين 7 = T‏ وهذا مبين 2 الشكل رقم AVVO)‏ 
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m7 


شكل رقم (W0)‏ 


وبهذا نكون قد أكملنا حل المسألة ولكن دون أن تنشئ المستقيم الرأسي الذي 
ينجزالمهمة. لا 
هل توجد ميزة خاصة يتمتع بها المستقيم الرأسي المستخدم 2 حل المسألة 
T z‏ 
السابقة؟ الإجابة هي"لا". لوأخدنا على سبيل JEN‏ مستقيما يصنع زاوية 6 مع 
محور السينات كما هو مبين 24 الشكل رقم (V1)‏ فإننا نقوم بتدوير المحاور كما هو 
مبين 4 الشكل رقم (VV)‏ وبعد ذلك نقدم الحل السابق للمسألة للمحاور الجديدة 
وبعد الانتهاء من الحل نقوم بتدوير المحاور إلى الوضع الأصلي. لذاء إذا كان ,6 أي 
اتجاه فإنه يمكن إيجاد مستقيم 2 هذا الاتجاه يقسم كمية اللحم المدخن إلى 


نصفين. 
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شكل رقم OW)‏ 
(NYNA) Pat Lane‏ 
نقوم الآن بتوسيع المسألة السابقة. لنفرض أن لدينا كمية من اللحم المدخن 
تأخن أي شكل وكمية من الخبز. للسهولة» نفرض أن هاتين الكميتين 2 المستوى 
الإقليدي كما هو مبين 2 الشكل رقم (۱۷۸). 


لحم مدخن 
شكل رقم (WA)‏ 
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هل يمكن إيجاد مستقيم واحد يقسم كل من مساحة اللحم المدخن ومساحة 
الخبز Las‏ إلى مساحتين متساويين؟ 
الحل: 
نبني الحل على ما تعلمناه 2 المسألة السابقة. وللسهولةء نفرض أن شكل 
وموقع اللحم المدخن والخبزهو كما مبين ب2 الشكل رقم (VA)‏ نفرض أن مساحة 
اللحم المدخن تساوي 1 ومساحة الخبز تساوي b‏ (هذه الأرقام لا تؤثر 2 الحلّ). كما 
يمكن حل المسألة بالطريقة نفسها لأي شكل. 
مرة أخرىء ننشئ دالة متصلة. نفرض أن Oy‏ هوالمستقيم باتجاه الزاوية 0 
الذي ينصف مساحة اللحم المدخن لكل 77 > # > 0 مقاسة بالراديان (انظر: الشكل 
رقم ۱۷۹). 
المستقيم القاطع الذي يصنع زاوية 
مع الاتجاه المرجب EEE‏ 


$ 


شكل رفم (W4)‏ 
بينا 2 الفقرة بعد حل المسألة السابقة أن مثل هذا المستقيم موجود. نفرض 
الآن أن (0)و هي مساحة الخبز أعلى وإلى يسار „Lg‏ 


H 


من الشكل رقم (NA+)‏ نجد أن b‏ = 2 ».أي أن كل كمية الخبز تقع أعلى 


وإلى يسار المستقيم È‏ الذي ينصف مساحة اللحم المدخن. 
4 
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شكل رقم (VAs)‏ 
E ex 5 1 8 P 117 Pog‏ 
أيضاء 0 = a‏ 6. أي أنه لا توجد أي كمية من الخبز تقع أعلى وإلى 


يسار المستقيم liir‏ كما هو موضح 2 الشكل رقم (VAN)‏ 
12 


شكل رقم OAN)‏ 


T s 
oe = b وبصورة مماتلة للمسألة السابقة نجد أن 9 دالة متصلة وأن‎ 


11 ; 
و0- ا والشكل رقم (VAY)‏ يبيّن بيان الدالة المتصلة 9 التي تحقق ذلك. 


- ۳00 - 


أساليب حل المسائل 


شكل رقم OAY)‏ 

بما أن بيان الدالة المتصلة منحنى غير متقطع فإن هذا البيان يقطع المستقيم 

0 0 5 

الأفقي 5 = y‏ عند نقطة ما ولتكن 7 (انظر: الشكل رقم w= : cal (VAY‏ 

من ذلك نرى أن المستقيم ,£ الذي أنشأناه لتصنيف كمية اللحم المدخن 
ينصف أيضنًا كمية الخبز ونكون قد انتهينا. L‏ 

من الجدير ذكره هنا هو أنه إذا basi‏ كمية ثالثة ولتكن "Én"‏ مشلا إضافة 
الكميات الثلاث معلا . إن هذا لا يعتمد على الشكل فمن الممكن أخذ كل من الكميات 
على شكل قرص دائري ومع ذلك من غير الممكن إيجاد مثل هذا المستقيم. نترك 
محاولة ذلك للقارئ. 

إن مثل هذه المسائل هي 2 الحقيقة مسائل تعتمد على البعد فإذا وضعنا 
اللحم المدخن والخبز والجبن 2 فضاء ثلاتي البعد فيكون من الممكن إيجاد مستوى 
يقسم حجم كل من الكميات الثلاث معنا إلى نصفين. ولكن برهان ذلك يحتاج إلى 
موضوعات متقدمة ولن نتطرق له هنا. ومع ذلك فإننا ندعو القارئ إلى إجراء بعضص 
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DY lti د راسي يعض‎ (YA) 
Some Case studies 


نقدم 2 هذا البند بعض الدراسات العلمية المأخوذة من الإنتاج الأكاديمي. 
الغرض الذي نسعى إليه هو رؤية تطبيقات حياتية على أساليب حل المسائل. ندعوك 
للتفكير ومناقشة زملائنك لغرض تعرّف أي من أساليب الحل تم استخدامه أو من 
الممكن استخدامه لكل من المسائل المقدمة. 
At Live‏ )1.1.4( [خطط انتخابيت مختافي] 

وصلت نظرية الانتخابات إلى مراحل متقدمة. إن الهدف من نظرية التصويت 
هو إيجاد نظام انتخاب يعكس رغبات الناخبين. قدم أرو (Arrow)‏ انظر [ARR]‏ مبرهنة 
تنص على أنه يمكن التلاعب 4 أي نظام انتخابي. إن ذلك يعني أنه يمكن للناخب أن 
يدلي بصوته (ليس بالضرورة للمرشح المفضل لديه) بأسلوب يهدف إلى خسارة بعض 
المرشحين المنافسين وزيادة فرصة الفوز لمرشحه المفضل. وكنتيجة لمبرهنة أرو لا يوجد 
الآن ولن يوجد نظام انتخابي تام (غير قابل للتلاعب). 

نقارن ب2 هذه المسألة بين ثلاثة أنظمة انتخابات: 

ë (i)‏ طريقةالأغلبية. 
)11( طريقة يوردا .(Borda)‏ 
(iii)‏ طريقة هار (Hare)‏ . 


نقدم 4 تمارين هذا الفصل تدريبات إضافية على هذه الطرق. 

لنفرض أن لدينا ثلاثة مرشحين C, 8, A‏ لخوض الانتخابات. نشرح الآن 
الطرق الانتخابية الثلاث على هؤلاء المرشحين. 

الطريقة (1) هي الأبسط: المرشح الذي يحصل على أكبر عدد من الأصوات يفوز. 
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الطريقة (11): يقوم كل من الناخبين بترتيب المرشحين أول؛ ثاني» ثالث. يتم 
حساب متوسط رتب كل من المرشحين. يفوز المرشح الذي يحصل على أكبر متوسط. 

الطريقة (111): يقوم كل من الناخبين بترتيب المرشحين أول؛ ثاني؛ ثالث. إذا 
لم يحصل أي من المرشحين على رتبة "أول" 2 الغالبية العظمى للأصوات فإنه يتم 
حدف المرشح الذي حصل على أقل عدد من رتبة "أول". تعطى أصوات هذا المرشح 
للمرشحين الآخرين على النحو التالي: إذا كان ترتيب المرشح "الثاني" للناخب الذي 
أعطاه صوته فإن هذا المرشح يأخن هذا الصوت. 

نقدم GYI‏ مثالا لتوضيح هذه الطرق وال مقارنة بيتها. 
الحل: 

نفرض أن المرشحين هم 4 ,8 ,€ وأن عدد الناخبين 33.وسنعالج الطرق 
الثلاث معنا. نفترض أن كل من الناخبين أدلى بصوته وأن كل من الناخبين رتب 
المرشحين الثلاثة. نتيجة ذلك مبنية 2 الجدول التالي: 
عدد الناخبين الترتيب 

ABC 10 

ACB 
BAC 
BCA 


CAB 
CBA 


NI] co] ST] pop 


من السطر الأول 2 الجدول» نرى أن 10 ناخبين رتبوا dJa" A‏ 8 "ثاني" C‏ 
"ثالث". ومن السطر الثاني نرى أن 4 ناخبين رتبوا CALS" B "Ja A‏ "ثالث" 
وهكذا. 


الطريقة (1): 14 ناخبًا يفضلون A‏ (من السطرين الأول والثاني) و9 ناخبين 
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يفضلون B‏ (السطران الثالث والرابع) و10 ناخبين يفضلون C‏ (السطران الخامس 
والسادس). المرشح الذي حصل على أكبر عدد من الأصوات هو 4 . وبهذا فإن A‏ يفوز 
بالانتخابات يطريقة الأغلبية. 

الطريقة (11): تحتاج هذه الطريقة إلى بعض التفكير. نفرض أن المرشح يأخد 
3 نقاط لكل ناخب أعطاه رتبه "الثالث" السطر الأول من الجدول يبين 10 ناخبين. من 
ذلك عدد نقاط A‏ هو 30 = 3 ×10 وعدد نقاط B‏ هو 20 = 2 ×10 وعدد نقاط 
C‏ هو 10 = 10721 . وبالاستمرارعلى هذا المنوال نجد أن العدد الكلي من النقاط 
لكل من المرشحين بطريقة بوردا هو: 

x1 = 6‏ 7 ل x1+3 x2‏ 7 ل 2< 2 ل 3< 4 + 3 << 10 ع لم 

B=10x2+4x1+2x3+47X3+3x1+7x2 = 8 


C=10x1+4xK24+2x«14+7x24+3x34+7x3 = 4 


١ 1 /\ 68 3 . 66 ۴ 5‏ 
متوسط رتب A‏ يساوي 33 ومتوسط رتب B‏ يساوي 33 ومتوسط رتب C‏ يساوي 


oe‏ ا 
BaT‏ يفوز المرشح B‏ حسب طريقة بوردا. 


الطريقة (111): من الواضح عدم حصول Gi‏ من المرشحين على ترتيب "أول" 
للغالبية العظمى من الناخبين. نقوم بحذف B‏ لأنه حصل على أقل عدد من الترتيب 
"أول". اثنان من الناخبين الذين أعطوا ترتيب "أول" للمرشح B‏ أعطوا أيضا ترتيب 
"ثاني" للمرشح 4 . لذا نعطي A‏ هذا الصوتان. 7 من الناخبين الذين أعطوا ترتيب 
"أول" للمرشح B‏ أعطوا أيضا ترتيب "ثاني" للمرشح 0 . لذا يأخن C‏ سبع أصوات 
من 8 GYI.‏ مجموع أصوات 4 الكلية هو 16 = 2 + 14 ومجموع أصوات C‏ الكلية 
هو 17 = 7 +104 . لهذا فإن C‏ يفوز بالانتخابات حسب طريقة هار. 
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مختلفين باستخدام العدد نفسه من الأصوات. 2 التمارين سنطلب منك تقديم طرق 
للتلاعب يأنظمة الانتخايات المقدمة. 
(Y.A) Vat Lue‏ 

لاحظت بعض الدراسات الاجتماعية أن معظم الأشخاص الذين يرتكبون 
جرائم ينتمون إلى عائلات عدد أفرادها أكبر من المتوسط. تقترح هذه الدراسات (على 
الأقل ضمنيًا) أنه يتوجب علينا أن نفهم كيفية تأثير العائلات الكبيرة على أطفالهم 
مما يؤدي إلى ads‏ هؤلاء الأطفال للانخراط 2 نشاطات إجرامية. 

إحدى مبادئ الإحصاء المهمة تؤكد أن جميع النتائج الإحصائية تتغير بتغير 
وجهة النظر أو طريقة AS]‏ العينة أو الطريقة الإحصائية التي استخدمت للتوصل إلى 
النتيجة. 2 هذه المسألة Sled pias‏ ترد نتيجته إلى أن معظم الأشخاص (وليس 
فقط مرتكبي الجرائم) ينتمون إلى عائلات عدد أعضائها أكبر من المتوسط. 
الحل: 

للسهولة» نفرض أن عدد عائلات الدراسة يساوي 20 Gig‏ 19 منها لديها طفل 
واحد وعائلة واحدة لديها طفلان. نقوم الآن بالإجابة عن السؤال المطروح لهذه العائالات 
ولتجنب البيانات غير الضرورية نركز على عدد الأطفال. 

عدد الأطفال الكلي هو 21 = 2 + 19. عدد العائلات هو 20 . متوسط عدد 

58 21 1 

الاطفال 2 العاتلة الواحدةهو 20 . نقومالان بحساب متوسط حجم العائلة التي 
الأول "لكل "aile‏ أما الآن فإن وجهة النظرهي "لكل طفل". إن هذا مهم جدًا عند 
إجراء التحليل الإحصائي. 
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عدد الأطفال 21 19 منهم ينتمون إلى عائلات كل منها لديه طفل واحد. 
طفلان Legis‏ ينتميان إلى عائلة لديها طفلان. إذن» متوسط حجم العائلة هو: 
23 _ 22 +191 
21 21 


21 23 ; 
لاحظ أن ae‏ . إن هذا يعني بالضبط أنه 2 المتوسط معظم الأطضال 


ينتمون إلى عائلات عدد أطفالها أعلى من المتوسط. L‏ 
AAT Live‏ تحدي (NYA)‏ 

هل يمكن عمل تحليل مختلف للمسألة السابقة تكون نتيجته أنه 4 المتوسط› 
معظم الأطفال ينتمون إلى عائلات عدد أطفالها أقل من المتوسط ؟ 
(EYA) Atle‏ 

نحصل على العديد من المحيرات والألغاز من عدم فهمنا لموضوع "الاحتمال 
الشرطي". الاحتمال الشرطي هو احتمال وقوع الحدث A‏ إذا علمت أن الحدث 8 قد 
وقع. أفضل طريقة لفهم ذلك هو تقديم مثال. 

لنفرض أنك أجريت اختبارًا للكشف عن أحد أنواع مرض السرطان. أخبرك 
الطبيب المعالج أن نسبة الدقة 4# هذا الاختبارهي 95% . جاءت نتيجة الاختبار 
إيجابية (بلغة الطب هذا يعني أن الاختبار أشارإلى أنك مريض بهذا النوع من المرض). 
إذا لم تقم بتحليل الوضع تحليلاً سليمًا فإنك تستنتج أن النسبة بأن تكون مصابًا 
بهذا المرض هي 9590 . إن هذا ليس صحيحًا. 4 الحقيقة إن احتمال أن تكون مصابًا 
بالمرض أقل من ذلك بكثير. قبل أن نفسر السبب وراء ذلك»؛ نؤكد أن فهمك لتفسير 
مثل هذه الأوضاع ليست فقط مجرد تسلية. بے هذه الأيام العديد من المؤسسات تطلب 
من موظفيها والمتقدمين الجدد للوظائف تزويد الشركة بعينة بول لاختبارها لمعرفة 


إذا كنت تتعاطى أدوية ممنوعة. إذا كانت دقة الاختبار هى 95% وكانت نتيجة 
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اختبارك إيجابية فإنه من المهم لك ولمحاميك أن تفهم ماذا يعني ذلك. كما أن 
معظم شركات التآمين الصحي ترفض تقديم بوليصة تأمين لشخص مالم يخضع 
لاختبار حمله لفيروس HIV‏ (فيروس السيدا). الملاحظة السابقة تنطبق أيضًا هنا: كل 
اختباردقيق بنسبة معينة. لذا يكون من المهم للشخص الذي تكون نتيجة الاختبار 
الذي أجراه (وأيضًا للشركة التي طلبت إجراء هذا الاختبار) إيجابية أن يفهم ما معنى 
هذه القراءات. 
الحل: 
نقدم حل المسألة لبيانات معينة. لنفرض أن دقة الاختبارهي 95% . ماذا يعني 
ذلك؟ يعني أن 957% من جميع الاختبارات صحيحة. وهذا يعني أن 95% من جميع 
الاختبارات السلبية صحيحة. وآن فهم هاتين الحقيقتين البسيطتين هو مفتاح الحل. 
مرة أخرى نفرض أنه تم إجراء الاختبار على عينة من المجتمع عددها 20000 
ولنفرض أن 1% ل TANTATIV Hal dal pele‏ ثرض. آي أن 


1 
x 20000 = 0‏ 100 شخصا من العينة مصابون بالمرض. Lang‏ أن دقة الاختبار هى 


old 95%‏ نتيجة 95% من هؤلاء ال 200 شخص ستكون إيجابية ونتيجة 590 منهم 
ستكون سلبية. أي أن 190 شخصا ستكون نتيجة اختبارهم إيجابية و10 أشخاص 
ستكون نتيجة اختبارهم سلبية. 

وياستخدام التحليل نفسه نعلم أن 19800 شخص من العينة أصحاء. ستكون 
نتيجة 957% منهم سلبية ونتيجة 5% إيجابية: أي 18810 أشخاص ستكون نتيجة 
اختبارهم سلبية و 990 شخصا ستكون نتيجة اختبارهم إيجابية. 

مما سبق فخ ان 1180 = 4-990 190 شخضا تهون تة اغارف 
إيجابية وأن 18820 = 18810 + 10 ستكون نتيجة اختبارهم سلبية. إذنء احتمال أن 


تكون مصابًا بالمرض إذا علمت أن نتيجة اختبارك إيجابية هو: 


E 
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190 عدد الأشخاص المصابين والذين نتيجة اختبارهم إيجابية 
x 0.161‏ — = 
1180 عدد الأشخاص الذين كانت نتيجة اختبارهم إيجابية 


وبالمقارنة» احتمال أن تكون نتيجة اختبارك إيجابية )3( علمت أنكت مصابا 


بالمرض هو: 
men‏ _ 190 عدد الأشخاص الذين كانت نتيجة اختبارهم إيجابية ومصايون بالمرض 
7 200 عدد الأشخاص المصابين بالمرض 


الاحظ أن الشرق ميخ atta‏ الاستمالينخ كر ISLE like‏ لجريت الاختبار من 
دون معرفة مسبقة بأنك مصاب بالمرض وكانت نتيجة الاختبار إيجابية فإن فرصة 
إصابتك بالمرض هي 2 الحقيقة 16.1% . ولكن إذا كنت على علم مسبق Sth‏ 
مصاباً بالمرض Old‏ احتمال أن تظهر نتيجة اختبارك إيجابية هي 95% . 


فكرة حل هذه المسألة هي تطبيق على مبرهنة بیز theorem)‏ 5 ) للاحتمال 


الشرطي. L]‏ 
(YA)‏ الاحصاء 
Statistics‏ 
يحتاج جزء كبير من التفكير التحليلي الحديث إلى استخدام اللإحصاء حيث 


يستخدم الإحصاء 2 دراسة البيانات الطبية والاستفتاءات السياسية ودراسة نتائج 
الاختبارات السيكولوجية ولتحديد دقة استخدام البصمات لتحديد هوية الشخص 
والعديد العديد من المجالات. نستخدم 2 الإحصاء عينة من المجتمع لغرض الحصول 
على نتائج تتعلق بالمجتمع ككل. 4 هذا البند نستعرض كلا الاستخدامين للإحصاء 


وهما الاستخدام الذي يؤدي إلى نتائج صحيحة والآخر الذي يؤدي إلى نتائج زائفة. 


Fi: 
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مسأل CATA)‏ 
يوجد ادعاء بعدم وجود وقت للطفل لكي يذهب إلى المدرسة؛ والأسباب هي كما 


° يحتاج الطفل إلى 8 ساعات توم يوميًا. أي 121.67 يوميًا من 365 يوم ے 

السنة. 
° يحتاج الطفل إلى 3 ساعات يوميًا للأكل. أي 45 Logs‏ 2 السنة. 
$ يأخذ الطفل 90 Logs‏ إجازة صيفية. 
° يأخن الطفل 21 Logs‏ إجازة أعياد خلال السنة. 
° يأخن الطفل يومين إجازة 2 الأسبوع. أي 104 أيام 2 السنة. 

ويجمصع هفده الأيام (مقرية إلى يوم) تنجد أن مجموعها 
382 = 104 + 21 + 90 + 45 + 122 يومًا 2 السنة. وهذا أكبر من عدد أيام 
السنة. ولهذا نستنتج عدم وجود وقت للطفل للذهاب إلى المدرسة. ما الخطأ 2 هذا 
التبرير؟ 
الحل: 

سنقدم فقط بعض الإرشادات التي ستقود إلى خطأ هذا التبرير. خلال إجازة 
الصيف ومدتها 90 Legs‏ فإن الطفل ينام ويأكل أيضًا (gig.‏ قمنا بحساب ذلك 
مرتين. أيضاء ينام الطفل ب2 إجازة نهاية الأسبوع. ولهذا بحساب الأوقات الزائدة التي 
أدخلناها 2 التبرير أعلاه يمكن تقديم تبرير صائب يبين عدد الأيام التي تبقى بحيث 
يستخدمها الطفل للذهاب إلى المدرسة. L‏ 
At Live‏ تحدي (5,4,؟) 

.4 إحدى معارك الحرب بين الإسبان والأمريكان التي حدثت عام 1898 كان 
معدل الوفيات بين القوات البحرية 9 لكل ألف. 29 الفترة نفسها كان معدل الوفيات 
بين سكان مدينة نيويورك 16 لكل ألف. هذه إحصاءات دقيقة. ما الذي تستخلصه من 
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هذه الأرقام؟ هل الانضمام إلى القوات البحرية أكثر أمنا من التقاعد والسكن 2 

مدينة نيويورك؟ هل معدل الجريمة 2 مدينة نيويورك مرتفعًا لدرجة أنك تفضل أن 

تخوض معركة بدلا من السير 2 شوارع نيويورك؟ أعط عددًا من التبريرات لهذه 

المسألة؟ 

CTA) At lise 
يمتلك أربعة شركاء شركة صغيرة عدد موظفيها 120 . الراتب السنوي لكل‎ 

من الشركاء هو 100000 دولار والراتب السنوي لكل من الموظفين هو 12000 دولار. 

الأرياح السنوية للشركة هي 240000 تقسم بالتساوي على الشركاء. جد نموذجين 

إحصائيين مختلفين للتقرير المالي السنوي للشركة. 

الحل: 
أبسط تقرير يمكن التفكير به (ويمكن القول إنه أكثر التقارير صوابًا) هو: 

ef‏ الراتب السنوي لكل من الموظفين هو 12000 دولار. 

60000 يتقاضى كل من الشركاء مبلغ 100000 دولار كراتب سنوي و‎ Y 
دولا رأرباح سنوية. وبهذا فإن كل منهم يحصل على 160000 دولا رسنويًا.‎ 
المشكلة 2 التقرير السابق أنه يظهر أن الدخل السنوي لكل من الشركاء‎ 

يساوي حوالي 13.333 ضعفاا للدخل السنوي للموظف. أيضًا يحصل كل شريكت 

على أرياح بنسبة 500% من راتب الموظف. هذه الأرقام لها انعكاسات سلبية على سمعة 

الشركة. 
من المؤكد وجود عدد من طرق الحسابات الأخرى التي يمكن اتباعها لتحسين 

صورة الشركة. من الممكن القولإن كل من الشركاء يتقاضى 100000 دولار 

كرواتب سنوية ويحصل على 40000 دولار كمكافئة سنوية ويحصل على 20000 

دولار كأرباح سنوية. ويهذا يمكن إظهار التقرير على النحو التالي: 


= ie 
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x ee 140000 — 16129.03‏ 120 - متوسط الرواتب 


وأرباح كل من الشركاء يساوي 20000 . هذا التقرير أفضل من التقرير السابق 
4 

ا ا صورة الشركة ا مخوسط الرواكبرهو g‏ اتب الموظف وهذا مناسب 
لأنه يفترض أن يكون راتب صاحب العمل أكبر من راتب الموظف. وأرياح كل من 
الشركاء يساوي 0 دولار. ويهدا يظهر مجموع الأرباح على أنه يساوي 80000 
دولار. وبمقارنة ذلك مع 2000000 دولا رالتي تدفع كرواتب نجد أن نسبة الأرباح إلى 
نسبة الرواتب صغيرة. وبهذا تظهر هذه الشركة للجمهور على أنها شركة تهتم بشؤون 
موظفيها على حساب الأرباح التي يجنيها أصحابها. L‏ 
مسأل CETA)‏ 

هذه مسألة قديمة ومشهورة» يحتوي نصها على شيء من العبثية: ما احتمال أن 
يحتوي النفس التالي الذي ستتنفسه على جزيء من النفس الذي خرج من يوليوس 
قيصر عندما صرح صرخته í‏ لمشهورة " حتى أنت يا بروتس"؟ 

هناك أمران حول هذه المسألة: الأول منهما هو إمكانية إنشاء نموذج رياضي 
لهذه المسألة وحلهاء والثاني وهو المفاجئ؛ أن احتمال مشارڪتك النفس مع يوليوس 
قيصر هو احتمال كبير. نسبت هذه المسألة بداية إلى جيمس جينز «(James Jeans)‏ 
انظر [JEA]‏ وتمت دراستها Jais‏ من قبل [REN] [PAULI] [LIT]‏ الحل الذي نقدمه 
هنا مشتق من هذه المصادر. 
الحل: 

Yel‏ سحت أ نستخدم بعض الفرضيات. الفرضية الأولى هي أن النفس الأخير 
ليوليوس قيصر موزع توزيعًا منتظمًا 2 الغلاف الجوي. الفرضية الثانية هي أن جميع 
جزئيات الهواء الذي يتكون من ذلك النفس لا زالت موجودة 2 الغلاف الجوي. أي أنها 
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لم تتشتت إلى جزينات غير معلومة 2 الكون ولم يتم تحليلها وتفاعلها مع عناصر 
أخرى (على سبيل SLM‏ لم تتم أكسدتها). والفرضية الأخيرة هي أن جزيئات الهواء 
موزعة توزيعًا متساويًا 4 الغلاف الجوي (هذا ليس صحيحا تمامًا OY‏ الغلاف الجوي 
يصبح أكثر نقاء كلما ارتفعنا عن سطح الأرض ولكن على ارتفاعات قريبة من سطح 
الأرض حيث نسكن فإن هذه الفرضية معقولة). 

نحتاج إلى بعض المعلومات نأخذها من المراجع التي ذكرناها . Yo‏ بالرجوع إلى 
الفيزياء والكيمياء نستطيع الحصول على كتلة الغلاف الجوي وقيمة عدد أفوغادرو 
(Avogadro’s number)‏ والوزن الجزيئي الغرامي للغلاف الجوي فنجد أن عدد 
جزيئات الغلاف الجوي هو 10 جزيئات. الوزن الجزيئي الغرامي لأي غاز يك درجة حرارة 
قياسية يساوي 22.4 ليترًا ويحتوي على ?107 ×6 جزينًا. أثبتت التجارب أن النفس 


يحتوي 2 المتوسط على 0.4 ليترًا من الهواء. ولهذا فمتوسط عدد الجزيئات 4 النفس 
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هو Lape 0.4 × 507 x 6 x 10? = 1.0714 x10”?‏ إذن» حساب الاحتمال مسألة 


سهلة: نفسك التالي يحتوي على 10 × 1.0714 Cija‏ وآخر نفس ليوليوس قيصر 
احتوى على ?107 × 1.0714 جزيئًاء وأن هذه الجزيئات تختلط 4 جو يتكون من “10 
جزينًا. ما احتمال أن يتقاطع النفسان gi)‏ أن يشتركا 2 جزيء واحد على الأقل) ؟ 

بداية» نجيب عن ذلك إجابة غير دقيقة. عدد جزيئات النفس يساوي تقريبًا 
72. يحتوي الجو على 1014 جزئيات هواء. أي يوجد 1077 أنفاس 4 الجو كل منها 
يحتوي على ?10° جزيئات. فعلى افتراض أن آخر نفس للقيصر الذي يحتوي على 
10# جزيئات موزعة توزيعًا متساويئًا وعشوائيئًا BLAND‏ الجوي فإنه يوجد على 
الأرجح جزئ واحد من نفس القيصر الأخير 2 كل نفس آخر (لأنه يوجد جزيء من 
نفس القيصر 2 كل نفس آخر 2 الغلاف الجوي). من ذلك نرى أنه غالبا ما يحتوي 
نفسك التالي على جزيء من نفس القيصر الأخير. 
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نقوم OF!‏ بحساب ذلك بدقة. ولإجراء ذلك نجد من حساياتنا السابقة 
المقربة أن الغلاف الجوي يحتوي على ”10 — 10% جزئيات لا تنتمي إلى نفس 


القيصر الأخير. إذن» احتمال أن يشترك جزيء من نفسك التالي مع جزيء من نفس 


القيصر الأخير هو: 
(x) M ei - 1-0-2‏ 
إذن» احتمال ألا بشترك أي جزيء من أجزاء نفضسڪ التالي مع أي جزيء من نفس 
القيصر الأخير هو: 
دافن 1—10( )+( 


(عدد الجزيئات 2 نفسك التالي هو 107 واحتمال كل منها هو 10722 -1). 

العقبة OYI‏ هي: إذا أدخلت العدد 1-1077 على الآلة الحاسبة فإنك نحصل 
على الإجابة 1 (لأن دقة معظم الحاسبات الآلية هي 10 منازل على الأكثر). ولكن من 
المؤكد أن العدد )1072 -1) لا يساوي 1 . ومن ثم كيف نتمكن من حساب قيمة 
هذا العدد؟دقة معظم لغات البرمجة مثل FORTRAN‏ هي على الأكثر 8 منازل 
عشرية وتكون 16 منزلة عشرية إذا استخدمنا أسلوب الدقة المضاعفة. ما المخرج ؟ 

مماسبق نرى أن الآلات الحاسبة والحاسبات الآلية لا يمكن الاعتماد عليها 
كبديل للرياضيات النظرية. لذا فإن الرياضيات النظرية هي الأداة الوحيدة التي توفر لنا 
مخرجا (يمكن أن تجرب استخدام برامج الحاسبات الجبرية مثل: «(MATHEMATICA‏ 


k 
: 1 1 5 
(انظر: أحد كتب الجدول مثل‎ za يؤول‎ h 3 الآن» من المعلوم أن‎ 


([CRC]‏ عندما مه + k‏ حيث ...2.718 ~ © هو عدد أويلر. أيضًا من المعلوم أن 
1 


1 2 
2 -1 | هوتقريب تلعده - بدقة k‏ منزلة عشرية. العدد عدت 1—10( هوهذا 
6 
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العدد عندما يكون ?10° = 8 . إذن» نستنتج أن احتمال ألا يشترك نفسنا التالي 
بجزيء مع نفس القيصر الأخير هو: 
1 1 


.)1- 10722)" = یہ‎ ——— = 0.368 
e 2.718 


ولهذا فإن احتمال أن يشترك جزيء من نفسك التالي مع جزيء من نفس 
القيصر الأخير هو: 
.0.632 = 0.368 — 1 لا 
AT Live‏ تحدي (O.T A)‏ 
افرض عدم معرفتك بعدد أويلر © . هل تستطيع إيجاد طريقة أخرى لتقدير 


"!)10772 — 1) + اإرشاد: استخدم اللوغاريثمات]: 
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cy) 


©) 


aiti على الطصيل‎ asta’ 


سكة حديد طولها ميل واحد )5280 (and‏ منشأة على أرض منبسطة تمامًا . 
بعد فترة من إنشاتها وبفعل درجات حرارة الجو المرتفعة تمدد حديد السكة 
بمقدار قدم واحد فقط مع بقاء طرفيها مثبتين. نتج عن هذا التمدد تقوس 
دائري 2 السكة ليصبح طولها 5281 قدما. كم يبلغ ارتفاع سكة الحديد عن 
الأرض عند نقطة المركز؟ [إرشاد: باستخدام طرق حسابية يدوية تستطيع 
التوصل إلى الحلء لكن يتطلب ذلك أن تعلن عن الأدوات الحسابية التي 
استخدمتهاء أو أن تستخدم أداة حسابية أكثر دقة مثل CAD‏ . أسلوب آخر 
لحل هذه المسألة يكون باستخدام طريقة نيوتن. ناقش هذه المسألة مع 
الآخرين]. أخذت هذا المسألة من [HAL]‏ 

تناول صحيفة اقتصادية واقرأ إحدى صفحاتها. ابدأ بكتابة أول مائة عدد 
صحيح تجدها 2 هذه الصفحة. على سبيل المثال» مقالة تبين أنه ازدادت قيمة 
أسهم "داو جونز" 27 2 المتوسط لتصل إلى 3542 نقطة. اكتب العددين 27 
و 3542 .الآن» رتب الأعداد التي كتبتها بحيث تكون الأعداد التي خانتها 
الأخيرة LAM)‏ دات القيمة العبرى) 1 Moi‏ ثم الأعداد التي خانتها الأخيرة 2 
بعد ذلك وهكذا . تحليل غير دقيق للوضع يقترح أن حوالي 5 الأعداد خانتها 
الأخيرة 1 T‏ الأعداد خانتها الأخيرة 2 وهكذا (لاحظ عدم وجود أعداد 
خانتها الأخيرة 0. وبهذا فإن نسبة الأعداد التي خانتها الأخيرة 1 أكبر من 
6 .هل تستطيع تقديم تحليل لتبرير هذه النتيجة؟ إليكت 
بعض الإرشادات: لكل عدد N‏ من 1 إلى 100؛احسب عدد الأعداد الصحيحة 


- Ns - 


له 


($) 
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way 2 التي خانتها الأخيرة 1 ثم احسب النسبة‎ N من 1 إلى‎ iN) 


أن هذه PN‏ هى داكت على القن L‏ . أعد الخطوة السابقة للأعداد N‏ 

I 0‏ 
من101 إلى 1000 . ستجد أن هذه النسبة هي أيضا على الأقل ete,‏ 
استنتاج نمط S‏ 


الآن» لكل عدد صحيح K‏ جد متوسط مجموعة الأعناد 


ا . لهذه المتوسط نهاية عندما 00 +- K‏ . ماهي؟هل 


تستطيع إيجاد حد أدنى لهذه النهاية؟ هل تستطيع إيجاد قيمة هذه 
النهاية؟ 

اذهب إلى المكتبة gi)‏ أبحث 2 الإنترنت) لتحديد شكل وأبعاد جبل فوجي ) Mt.‏ 
NIEA . ¢ (Fuji‏ للزمن اللازم لنقل (إزاحة) جبل فوجي إلى موقع يبعد عن 
موقعه الحالي 100 ميل باستخدام شاحنات. [إرشاد: يجب أن يكون التحليل 
افذى Cals dares‏ فک لا کتک اقح gd‏ أن کان فاح فحن ميل 
مكعب من الأرض. كما لا يمكنك افتراض امتلاڪك لليون شاحنة]. يمكن 
الرجوع إلى [RENZ]‏ و [PAUL]‏ للمزيد من التفاصيل عن هذه المسألة. 

ما احتمال أن نستنشق 2 نفسك التالي جزئيا من زفير النفس الأخير لحصان 
السباق المشهور"بسكوت البحر" قبل موته؟ قدم تحليلاً للإجابة عن هذا السؤال. 
تحتاج إلى معرفة عدد لترات الهواء الموجودة 2 نفس حصان السباق. بإمكانكت 


أيضًا استخدام أفكار المسألة (EYA)‏ 


المترجمان: يقع جبل فوجي 2 جزيرة هوشو اليابانية جنوب غرب طوكيو. شكله مخروطي» وهو 
أعلى جبل 2 اليابان يصل ارتفاعه عن سطح padl‏ 3776.24 )12398 قدما) ويبعد عن 
طوكيو مسافة 60 Sie‏ 


- ۷1 - 
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(°) 


CV) 


(Y) 


(A) 


(A) 
(Vs) 


(VN) 


يتغير مصروف البيت يتغير تمن الحليب والخبز. 2 العام الماضي كان تمن 
ربطة الخبز نصف دولار وثمن لتر الحليب دولار واحد. 2 هذا العام أصبح ثمن 
ربطة الخبز دولا رواحد وثمن لتر الحليب نصف دولار. قدم تحليلاً يبين زيادة 2 
مصروف البيت لهذا العام. قدم تفلا يبين تقاض عل مروف انيت ذا 
العام aud‏ تحليلا CHG‏ فيه هدم ad‏ الكضروف هذا العام: 

بين أحد الاستفتاءات ارتباط كبير بين المدخنين من طلاب الجامعة وانخفاض 
درجاتهم. من ذلك يمكن استنتاج وجود علاقة بين التدخين والدرجات 
المنخفضة. أوأن عدم التدخين سيؤدي إلى درجات مرتفعة. اقترح ثلاثة أسباب 
تجعل هذا الاستنتاج خاطئا. 

gluo 2‏ كل يوم أقوم بشراء شيتًا بمبلغ 99 سنتًا وبيعه 2 المساء بمبلغ دولار 
واحد. استمر هذا الوضغ على مداوهام ubapa‏ كبين فيه taag‏ 
الربح على مجمل المبيعات تساوي 1% . قدم تحليلاً آخر تبين فيه أن نسبة 
الربح على المبلغ المستثمر تساوي 365% . 

استخدمت الشركة المنتجة لأحد أنواع الأقلام الجافة الذي ثمنه ريال واحد 
الإعلان التالي: يمكن أن يستمر القلم بالكتابة لرسم مستقيم طوله ميل واحد. 
هل هذا إعلان ناجح ؟ كم عدد الصفحات التي يمكن كتابتها بهذا القلم؟ 

ما معدل نمو الشعر مقاسًَا بالميل لكل ساعة ؟ 

اقترضت مبلغ 100 دولار من بنك بنسبة أرباح بسيطة تساوي 6% 2 السنة. 
ما قيمة الدفعة الشهرية التي ستدفعها للبنك ؟ [إرشاد: افرض أن الدفعة 
الشهرية تساوي 9 من المبلغ. نسبة الأرياح الشهرية ليست ثابتة]. 

دقة أحد اختبارات الكشف عن أحد الأمراض الجنسية تساوي 98% . هذا يعني 


أنه إذا كان الشخص Glas‏ بالمرض وأجرى الاختبار GLE‏ 98% من المرات 


ave 2 


(VY) 


(VY) 


(1%) 
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ستظهر نتيجة الاختبار إيجابية. وأما إذا كان الشخص غير مصاب بالمرض 
وأجرى الاختبار GLa‏ 98% من المرات ستظهر نتيجة الاختبار سلبية. أجرى 
أحمد الاختباروكانت النتيجة إيجابية. ما احتمال أن يكون أحمد Éilias‏ 
بالمرض؟ (افترض أنه من المعلوم أن 0.5% من المجتمع مصابين 
بالمرض وأن عدد أفراد عينة المجتمع الذين اعتمدت عليهم هذه المعلومة 
هو 100000). 

نفرض OF!‏ أن أحمد أجرى الاختبار مرتين وكانت النتيجة سلبية 2 المرتين. 
ما احتمال أن يكون أحمد مصابا بالمرض؟ 

تشير بعض الدراسات إلى أن دقة اختبار الكشف عن الكذب هي 75% . قدم 
تحليلاً مشابها للتمرين )11( تبين فيه معنى عدم نجاحك ب اختبار الكشف 
عن الكذب. 

يدرس ياسر 2 جامعة الملك فهد للبترول والمعادن 4 الظهران. يقطن والديه ب2 
مدينة الرياض ويقطن جده 2 مدينة الجبيل. وعندما يقررأحمد زيارة والديه ب2 
الرياض أو زيارة جده 2 الجبيل يذهب إلى إحدى محطات انتظار الحافالات حيث 
تتوقف الحافلتان المتجهتان إلى الرياض والجبيل عند المحطة بانتظام JLS)‏ 
عشرين دقيقة). يستقل أحمد الحافلة التي تأتي أولاً سواء كانت متجهة إلى 
الرياض أو إلى الجبيل. بعد مرور عامين» اكتشف أحمد أن عدد زياراته لوالديه 
يساوي تسعة أمثال عدد زياراته لجده. كيف يمكن أن يحدث ذلك ؟* 

يحتاج سامي إلى عشر ساعات لطباعة عدد من الصفحات. ويحتاج جمال إلى 
خمس ساعات لطباعة العدد نفسه من الصفحات. كم يحتاج الاثنان معا 


لطباعة العدد نفسه من الصفحات ؟ 


المترجمان: ترجم هذا التمرين بتصرف. 
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عاش الفيلسوف والرياضي الألماني المشهور كانت (Kant)‏ حياته (بين 1724 
و1804) 4 مدينة كونغس بيرغ ويقال إنه لم يغادرها مطلقًا. هذه المسألة 
تسمى "ساعة كانت": مارس كانت رياضة المشي Éag‏ حيث يبدأ المشي صباح 
كل يوم ب2 الوقت نفسه ويسير دائمًا 2 الطريق نفسه واشتهر بانتظام 
خطواته بحيث إن الزمن الذي يستغرقه بالمشي يوميًا هو نفسه. ب2 أحد الأيام 
توقفت ساعة كائت ولم يكن يملك غيرها. بعد مدة زمنية قصيرة ذهب مشيًا 
لزيارة صديق له. بقي فترة زمنية عند صديقه ثم عاد إلى بيته مباشرة سالكًا 
الطريق نفسه. عند وصوله إلى البيت تمكن من ضبط ساعته لتشير إلى الوقت 
الصحيح. كيف تمكن من ذلك ؟ [إرشاد: هذه مسألة منطق وليست لغرًا 
سخيفًا]. 

لنفرض أن عدد سكان الولايات المتحدة الأمريكية 2500 مليون ولنفرض أن 
كل شخص يعرف 1500 شخص آخرين موزعين عشوائيئًا 2 الولايات. التقى 
شخصان عشوائيًا 2 محطة قطار. ما احتمال وجود شخص ثالث يعرفه هذان 
الشخصانة رضن الآن أن شخصيخ A‏ و La Citigate Laat B‏ احتمال 
وجود شخصين آخرين 0 و B‏ بحيث A‏ يعرف 0 و B‏ يعرف B‏ ويه يعرف 
$3 

صمم نموذج إحصائي للإجابة عن السؤال: ما أرجحية وجود شخصين 4 مدينة 
نيويورك لهما العدد نفسه من شعر الرأس؟ [إرشاد: تحتاج لمعرفة عدد سكان 
نيويورك ومتوسط عدد pads‏ رأس الشخص]. 

اللعبة هي إلقاء قطعة نقود عدد من المرات حتى تحصل على "صورة". إذا لم 
تحصل على صورة قبل الرمية 15 فإنك تكسب مليون دولار Lei‏ إذا حصلت 
على صورة قبل الرمية 15 فإانڪ تخسر 10 دولارات. هل 2 صالحك أن 


تخوض هده اللعية ؟ ما احتمال فوزك ٩‏ كيف تقارن ذلك مع شروط اللعبة؟ 


- PVE - 
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(۱) 


(YY) 


(YY) 
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توقعات محطة الأرصاد الجوية يوم الأريعاء أن فرصة هطول أمطاريوم 
الخميس هي 50% وفرصة هطول أمطار يوم الجمعة هي 50% . ما احتمال 
هطول المطرلي نهاية الأسبوع $ ايجب أن تدقق B‏ معنى فرصة هطول مطر 
57 لأنه من الخطأ أن تستنتج أن فرصة هطول مطر 2 نهاية الأسبوع 
ستكون 100% 

ما معدل ازدياد طول طفل حديث الولادة بالكيلومتر 2 الدقيقة؟ [إرشاد: يجب 
أن تكون على علم بمعدل نمو الأطفال بالنسبة إلى وحدات معينة ومن ثم 
الإجابة عن هذا السؤال]. 

إذا سحبت دم جميع سكان الولايات المتحدة الأمريكية الأحياء ثم سكبته 2 
نادي بوش الواقع 2 سانت لويس فكم يكون ارتفاع الدم؟ [إرشاد: Le‏ عدد سكان 
الولايات المتحدة الأمريكية؟ كم باينت (الباينت وحدة وزن تساوي نصف 
كوارت أو ثمن غالون) دم 2 جسم الإنسان؟ كم قدمًا مكعبًا 4 الباينت؟ ما 
مساحة نادي بوش ؟] 

إذا نزعت شعر راسك ووضعته 2 مستقيم بحيث تكون بداية الشعرة عند نهاية 
التي قبلها فما الطول الذي تحصل عليه؟ 

عند دراسة خبير لسلوك العاملين 2 مطعم للمأكولات السريعة لاحظ أن 
أحد العاملين 2 المطعم يسقط 30% من فطائرا لهامبر جرالتي يقدمها 
للزيائن. ما احتمال أن يسقط هذا العامل أريع فطائر بالضبط من بين 
الفطائر العشر التالية التي سيقدمها للزيائن؟ 

عجلة مكتوب عليها الحروف A, B,C, D, £, F‏ . نقوم بتدوير العجلة وعند 
توقفها نكتب الحرف الظاهر. دورنا العجلة 100 مرة وكتبنا الحروف التي 
ظهرت كمتتالية. ما احتمال أن تظهر إحدى الكلمات التالية: BAD‏ أو 
CAD‏ أو DAD‏ أو FAD‏ أو BED‏ أو DAB‏ أو s FED‏ 


- Yvo - 
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كم عدد الأشخاص الذين يجب أن يسكنوا 4 مجمع سكني كبير قبل أن 
نستطيع الحصول على شخصين لهم العدد نفسه من شعر الرأس؟ كم شخصا 
نحتاج قبل أن يكون احتمال وجود شخصين لهما العدد نفسه من شعر الرأس 
إحدى خطط النصب والاحتيال المشهورة والتي لا زالت متبعة على متداولي 
شارع الأسهم L‏ مدينة نيويورك يتم تنفيذها على النحو التالي: يقوم المحتال 
مختلف يتوقع فيها ارتفاع أسهم شركة XOLYTL‏ المتحدة 2 تداولات يوم 
الخميسء ويكتب 1000 رسالة أخرى إلى مجموعة ثانية مكونة من 1000 


متداول مختلف يتوقع فيها انخفاض أسهم شركة NOLYTL‏ المتحدة 4 


تداولات يوم الخميس. 
بعد انتهاء تداولات يوم الخميس المزعوم» انخفضت أسهم XOLY TL aS på‏ 
المتحدة. 


يركزالآن المحتال على المجموعة الثانية ويتجاهل المجموعة الأولى. يقوم 
بتقسيم هذه المجموعة إلى مجموعتين كل منها تتكون من 500 متداول. 
يكتب رسالة لكل متداول 2 المجموعة الأولى يتوقع فيها ارتفاع أسهم شركة 
أردوفارك العالمية خلال تداولات يوم الخميس القادم ويكتب لمتداولي المجموعة 
الثانية توقعه بانخفاض أسهم شركة أردوفارك العالمية خلال تداولات يوم 
الخميس القادم. أقفل سوق الأسهم ليوم الخميس هذا بارتفاع أسهم شركة 
أردوفارك العالمية. 

يركز المحتال الآن على المجموعة الأولى وينسى المجموعة الثانية. يقوم 
بتقسيم المجموعة الأولى إلى مجموعتين تتكون كل Lage‏ من 250 متداولا 
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ويكتب رسالة لكل متداول 2 المجموعة الأولى يتوقع فيها ارتفاع أسهم شركة 
بلنك خلال تداولات الخميس القادم ويكتب رسالة لكل متداول 2 المجموعة 
الثانية يتوقع فيها انخفاض أسهم شركة بلنك خلال تداولات الخميس 
القادم. 
عد ON ale‏ بوم اكمس کون Gul‏ الال مج وة مكركة من 3500 git‏ 
كل منهم يعتقد أن هذا الشخص (المحتال) لديه القدرة على توقع نشاطات 
سوق الأسهم» والبرهان على ذلك أنه أرسل لكل منهم ثلاث رسائل متتالية 
بتوقعات صحيحة. يقوم الآن بإرسال رسالة لكل من هؤلاء المتداولين وعددهم 
0 يخبرهم فيها أنه الآن جاهز للتوقع الكبير الذي سيعود عليهم بالمال 
الوفيرء ولكنه هذه المرة سيأخن منهم أجرة توقعه. إذا كانت تكلفة كل من 
الرسائل التي أرسلها المحتال هي دولار فما هو المبلغ الذي سيطلبه من كل 
متداول من مجموعة المتداولين البالغ عددهم 250 لكي يحقق أرباحًا قيمتها 
0 دولار $ 
أشهر خطط التحايل على الإطلاق هي خطة "بونزي "Ponzi-‏ نسبة إلى 
المحتال بونزي الذي عاش 2 الفترة بين عامي 1877 و 1949 .المثال التالي 
يوضح هذه الخطة: لنفرض أن جهاز حاسب آلي مفضل لدى عدد كبير من 
المستخدمين يباع 2 السوق بمبلغ 10000 دولار. يقوم بونزي باستقطاب 
الضحية بأن يخبره بأنه يستطيع بيعه الجهاز بمبلغ 5000 دولار فقط على أن 
يدفعها الآن نقدًا ويستلم جهازه بعد شهرين من الآن. لحد الآن لا يظهر أن 
هناك أي سوء نية 2 الموضوع ولكن الذي لا يعلمه الضحية هو التالي: 
(i)‏ إن بونزي فعليًا يشتري الجهاز بمبلغ 10000 دولار. 
(ii)‏ طلبات الشراء للجهاز من بونزي dale‏ تساوي ثلاثة أمثال عمليات 
توصيل الجهاز إلى الزبون. 
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لنفرض أن طلبات الشراء 2 الشهر الأول تساوي SILO‏ بونزي لن يرسل أي 
جهازإلى الزيائن هذا الشهر. طلبات الشراء 2 الشهر الثاني 20 ويهذا يكون 
مجموع الطلبات 2 نهاية الشهر الثاني هو 30 جهازا قبض ثمنها 
x 30 = 150000‏ 5000 ونكنه أرسل للزيائن 10 أجهزة بمبلغ 
x 10000 = 100000‏ 10 . لذا يتبقى لديه Éma)‏ مقداره 50000 دولار. 
من الواضح 2 هذا الخطة أنه إذا أراد بونزي أن يحقق أرباحًا فعليه أن يختفي 
بعد فترة زمنية معينة دون إرسال عدد كبير من الطلبات إلى أصحابها. 
صمم خطة بونزي بحيث يحصل بونزي 2 نهاية عام واحد على أرياح تقدر 
يمليون دولار. 
إذا كان عدد المؤمن عليهم لدى شركة تأمين متخصصة 2 التأمين ضد 
الإصابات الرياضية يساوي 50000 عميل OLE‏ الشركة تتوقع clin‏ على 
جداولها المالية: 
i‏ الدفع لحالتين مبلغ 20000 دولار لكل منهما. 

ii‏ الدفع لعشرين حالة مبلغ 10000 دولار لكل منها. 

iii‏ الدفع لمائتي حالة مبلغ 1000 دولار لكل منها. 

iV‏ الدفع لألف حالة مبلغ 250 دولار لكل منها. 
احسب متوسط مدفوعات الشركة ثم حدد قيمة بوليصة التأمين من أجل أن 
يكون صا أرياح الشركة مليون دولار 2 نهاية العام. 
يوجد تنافس كبير بين الصياد حسن والصياد مرعي. لذا فكل منهما يذهب 
للصيد منفردًا. 4 العام 1987 كان متوسط عدد السمكات التي اصطادها 
حسن 2 الرحلة الواحدة يفوق متوسط عدد السمكات التي اصطادها مرعي 2 
الرحلة الواحدة. وكذلك الأمر 2 العام 1988 . ولكن عند حساب متوسط 


عدد السمكات 2 العامين 1987 و 8 معلا كان متوسط عدد السمكات 
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التي اصطادها مرعي 4 الرحلة الواحدة يفوق عن متوسط عدد السمكات التي 
Bere E ERE APETI A‏ كيف يعون ذلك يكنا 1 

هذه مسألة "حجر النرد المحرّف" وتنسب إلى برادلي إيفرون «(Bradley Efron)‏ 
انظر: .[PAULI]‏ لدينا: 

حجر النرد به : أعداد وجوهه هي 0,0 4 ,4 ,4 ,4 . 

حجر الترد 8: أعداد وجوهه هي 3,3,3,3,3,3 . 

حجر النرد 7 : أعداد وجوهه هي 2,2,2,2,6,6 . 

حجر النرد 6 : أعداد وجوهه هي 5,5,1,1,1 ,5 . 

تتم لعبة حجر النرد هذه على النحو التالي: يقوم كل من اللاعبين برمي 
حجر النرد الذي يملكه. الفائز هو من يظهر عددًا أكبر على حجره من العدد 
الذي يظهر على حجر نرد منافسه. اثبت ما يلي: احتمال فوز الحجر a‏ على 


2 2 
الحجر / يساوي 5 i‏ واحتمال فوزالحجر Nee B‏ يساوي ۾ ؛ 


2 1 
واحتمال فوزالحجر 7 على الحجر 0 يساوي + الآنايها آنه من امزح فون 
© على 7 وفوز B‏ على 7 وفوز Y‏ على 6 فإن © سيفوزعلى Â‏ و.لكن ے2 
2 

الحقيقة إن احتمال فوز 6 على » يساوي اقبت دك 
تنص مبرهنة أرو على عدم وجود خطة انتخابات كاملة (أي يمكن التلاعب 
بأي خطة انتخابات). قدم تفسيرًا لكل من خطط الانتخابات الثلاثة المقدمة 
2 هذا الفصل لكيفية إدلاء الناخبين بأصواتهم (ليس بالضرورة لمرشحهم 
المفضل) بحيث تظهر النتيجة لصالح أحد المرشحين الذي 2 العادة ليس 
مرشحهم الأول. بصورة Bai‏ كيف يمكن أن يدلي الناخبون بأصواتهم لمرشح 


لم يكن مرشحهم المفضل 4 الدورات السايقة للانتخابات لغرض إسقاط يعض 
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المرشحين الذين يشكلون خطرًا حقيقيئًا على مرشحهم المفضل ؟ لا تقم فقط 
بتقديم اقتراحات فلسفية لكن قدم مجموعة بيانات واضحة كالتي قدمناها 
4 هذا الكتاب. 

Jase ticle GT yeas كيقية‎ ETE, 
جد أمثلة تبين فيها أن المرشح الذي يفوز‎ StS الأمريكية. وبعد استيعاب‎ 
باتباع طريقة الأغلبية يمكن ألا يفوز باتباع طريقة احتساب نقاط الولايات.‎ 
أنت تسير 2 جو ماطر. هل الأنسب لك السير بسرعة ثابتة أو الجري بسرعة‎ 
عليك.‎ Jäi ثابتة؟ بمعنى إيجاد طريقة الحركة التي تتسبب 2 سقوط مطر‎ 
IS [إرشاد: إجابتك تعتمد على اتجاه سقوط المطر؛ هل هو عموديًا أم بزاوية‎ 
بدأ تساقط الثلج 4 فترة ما قبل الظهر. كان تساقط الثلج منتظمًا عند‎ 
قياس معدل تغير ارتفاعه عن الأرض. 2 الساعة الثانية عشر ظهرًا بدأت‎ 
شاحنة تنظيف الثلج بالعمل بمعدل ثابت (بدلالة عدد الأقدام المكعبة من‎ 
الثلج التي يتم إزاحتها 2 الساعة). نظفت الشاحنة شارعين 2 الساعة الأولى‎ 
وشارعًا واحدًا 2 الساعة الثانية. 4 أي وقت بدأ الثلج بالتساقط ؟‎ 

قرأت مريم الإعلان التالي لشركة إنتاج إطارات السيارات: ثمن الإطار المكفول 
0 ميل هو 45 دولارًا وثمن الإطار المكفول 30000 ميل هو 60 دولارًا 
وثمن الإطار ال مكفول 40000 ميل هو 75 دولارًا. لاحظت مريم أن بإمكان 
الشركة (إذا رغبت 2 ذلك) من إنتاج نوع واحد فقط من الإطارات تكلفة 
إنتاجه n‏ ميل ويباع بثلاث أسعار مختلفة. إذا فرضنا أن أعداد الإطارات التي 
تباع من كل نوع من الأنواع الثلاثة متساوية فما قيمة n‏ التي تحقق أكبر 
ربح لهذه الشركة ؟ 

فطيرة مكونة من شريحة من الخبز الأبيض وشريحة من الخبزالبر وشريحة 
من الجبن. شكل كل من هذه الشرائح غير منتظم. هل يمكن استخدام سكين 
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مستو لإحداث قطع مستقيم واحد ينصف القطع الثلاث؟ (ينصف يعني يقطع 
إلى جزأين متساويي الحجم). [إرشاد: حاول حل المسألة 2 البداية لشريحة خبز 
وشريحة جبن]. 

وضع بول [PAULI]‏ نموذجًا إحصائيًا يرجح الارتباط التالي: إذا قابلت شخصا 
2 أحد المقاهي مصابًا بمرض كورونا ومصافحته بحرارة فإنك على الأرجح 
ستلاقي حتفك أثناء قيادتك السيارة ے طريقك إلى البيت أكثر من أن 
تلاقي حتفك من الإصابة بمرض كورونا. 

جرد هذا الادعاء من العواطف وصمم نموذجًا إحصائيًا خاص بك. هل تتفق 
مع نتيجة بول؟ وضع رينز Le aged [REN]‏ نتيجته تتناقض مع نتيجة بول. بعد 
أن تقدم تحليلك الخاص ارجع إلى تعليقات رينز وحاول تقييمها. 

تلعب لعبة "بلاك جاك" 2 نوادي القمار على النحو التالي: لا يلعب اللاعب 
ضد اللاعبين الآخرين» لكنه يلعب ضد موزع الورق وهو موظف 2 النادي. 
تستخدم 2 هذه اللعبة مجموعة ورق لعب اعتيادية مكونة من 52 ورقة. 
النقاط التي تحصل عليها تساوي الأعداد على أوراق اللعب» فمثلاً إذا كانت 
لديك ورقة الثلاثة (من أي نوع) فيحسب لك ثلاث نقاط. يحسب 10 نقاط 
لكل من الشاب أو الملكة أو الملك وتحسب 11 نقطة لورقة الأس (أحيانًا تحسب 
ورقة الأس نقطة واحدة). 

تبدأ اللعبة بأن يدفع اللاعب المبلغ الذي سيراهن عليه. يقوم الموزع بتوزيع 
ورقتين لكل من اللاعبين وورقتين له شخصياء الورقة الأولى مقلوبة والورقة 
الثانية مكشوفة )2 بعض الألعاب تكون الورقة المكشوفة هي فقط ورقة الموزع 
أما ورقتي اللاعبين فمقلوبتين). يقوم الموزع الآن بتوزيع ورقة إضافية لكل من 
اللاعبين إلى أن يقرر اللاعب أنه لا يريد المزيد من الأوراق. أثناء توزيع الأوراق 
على اللاعب يقوم اللاعب بإيجاد مجموع نقاط أوراقه. الهدف هو الحصول 
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على مجموع قريب من 21 ولكن لا يزيد على 21. إذا كان مجموع أوراق 
اللاعب أكبر من 21 فإنه يخسر رهانه. 

بعد أن يقوم الموزع بتوزيع أوراق على اللاعبين يوزع أوراق على نفسه. يتوقف 
عند نقطة ما لأنه لا يريد أن يتجاوز مجموع أكبر من 21 . الآن: تتم مقارنة 
مجموع نقاط اللاعب مع مجموع نقاط الموزع» الرابح هو صاحب المجموع 
الأكبر بحيث لا يتجاوز 21 . إذا كسب اللاعب يتم دفع مبلغ له يساوي المبلغ 
الذي راهن عليه وإذا تساوي المجموعان فيكون هناك تعادل ويعيد الموزع للاعب 
المبلغ الذي راهن عليه فقط. 

قاعدة "بلاك جاك" هي: إذا حصلت على ورقة الأس مع أي من الأوراق 10 أو 
شاب أو ملكة أو ملك فإنك تكون قد حصلت على "بلاك جاك"؛ وهذا يعني 
مجموع نقاط تساوي 21 » وهذا المجموع يفوز على أي مجموع 21 آخر. ب2 
هذه الحالة تكسب 1.5 AAL En ATEA Sie‏ لم يكون الموزع قد 
حصل على "بلاك جاك" آخر. وك هذه الحالة يسمى الوضع "دفع" ويدفع 
للاعب فقط مبلغًا مساويًا للمبلغ الذي راهن عليه. 

الآن» بما أن الموزع هو موظف 2 النادي فإنه يتبع قواعد صارمة: إذا كان 
مجموع نقاطه لا يزيد على 16 فإنه يوزع لنفسه ورقة أخرى "ضرية" أما إذا 
كان مجموع نقاطه على الأقل 17 فإنه يكتفي بهذا المجموع "وقفة". ولا 
يسمح له بتغيير هذه القواعد. ومن الطبيعي أن يعتمد قرار اللاعبين الآخرين 
على العاطفة أو عد الأوراق أو أرقام الحظ وهكذا. ولكن قاعدة الموزع واضحة 
وبسيطة. على ماذا اعتمدت قاعدة النادي؟ ولماذا المجموع 16 Legare pias‏ 
مناسيًا؟ 

4 أماكن متفرقة 2 شوارع أي مدينة توجد عادة فتحات دائرية بغطاء دائري 


من الصلب يسمى منهل (manhole)‏ تستخدم هذه الفتحات للوصول إلى 


5 


(2) 


(21) 
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خطوط المجاري أو الغاز أو غيرها من الخدمات. ما السبب وراء الشكل الدائري 
للمنهل؟ هل يوجد شكل آخر يعمل بالكفاءة نفسها؟ 

أنت تقود سيارتك على الدائري الشرقي لمدينة الرياض متجهًا من الشرق إلى 
الغرب. وعند تقاطع الدائري مع طريق الملك فهد (وهو طريق رئيس 2 مدينة 
الرياض يسير شمالاً وجنوبا) تريد الاتجاه إلى الشمال. هناك مخرجان 
منفصلان لهذا التقاطع» أحدهما يوصلك بطريق الملك فهد شمالاً والآخر 
يوصلك بطريق الملك فهد جنوبا. أي المخرجين يأتي آولا ؟ ولماذا ؟ 

(i)‏ [فنمان- [Feynman‏ الشكل رقم (VAT)‏ يبين رشاش ماء يستخدم لغرض ري 


عشب الحدائق. 


شكل رقم (Y)‏ 

لاحظ أنه مكون من ذراعين يدوران حول قاعدة تثبتهما. عندما دخول الماء من 
الخرطوم يندفع ‏ خطوط رفيعة من ثقوب 2 الذراعين. استنادًا إلى قانون 
نيوتن الثاني يبدأ الذراع بالدوران. 

تخيل الآن أننا وضعنا هذا الرشاش المثبت بخرطوم 2 قاع حوض سباحة مملوء 
بالماء. يتم ضخ الماء من الحوض خلال الخرطوم بمعدل ثابت. 4 اللحظة التي 
تبدأ فيها عملية الضخ؛ 2 أي اتجاه سيكون دوران الرشاش؟ 

وضعنا علبة مملوءة بالماء وموجود داخلها بالون صغير Line‏ بالهواء على إحدى 
كفتي ميزان. العلبة مقفلة تمامًا . البالون مثبت أسفل العلبة بواسطة خيط. 
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وضعنا وزنًا على الكفة الأخرى للميزان بحيث يكون النظام 2 وضع توازن كما 


هو مبين 4 الشكل رقم AVAL)‏ 


شكل رقم (t)‏ 
2 لحظة معينة انقطع الخيط الذي يثبت البالون. [بما أن الهواء أخف من الماء 
فإن البالون سيرتفع إلى أعلى العلبة]. 2 هذه اللحظة هل ترتفع كفة الميزان 
الموضوع عليها العلبة آم تنخفض ؟ 
يتم تصميم العديد من مصفات السيارات بحيث يسمح باصطفاف السيارات 


Z 
A 


قطرياء كما هو مبين 2 الشكل رقم )140( ما السبب وراء ذلك ؟ 


me 


شكل رقم )140( 
إذا كانت زاوية اصطفاف السيارة هي 30° فما عدد السيارات الإضافية التي 
يمكن أن يتسع لها المصف عن العدد الذي يكون فيه اصطفاف السيارات بشكل 
مستطيل كما هو مبين 2 الشكل الرقم (YAS)‏ 


EE 


CY) 


(2%) 
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شكل رقم (VAN)‏ 
هل الزوايا الصغيرة تؤدي إلى عرقلة خروج السيارات ودخولها؟ صمم نموذجا 
لهذه المسألة وناقشه مع آخرين. 
يتغلب المواليد الذكور من سلالة العدنان على المواليد الإناث بشكل غير عادي. 
2 الحقيقة ولد 2 العام 1959 المولود الذكر السابع والأريعون على التوالي. 
تمتد هذه المواليد لسبعة أجيال من العائلة. على فرض أن فرص ولادة الذكور 
والإناث متساوية؛ ما احتمال وقوع هذا الحدث؟ هذه المسألة مأخوذة من 
[HUF2]‏ . 
إذا كان لدينا عدد كاف من القردة تعمل على عدد كاف من الآلات الطايعة 
لعدد كاف من السنوات فسيكون باستطاعة أحدها أن يطبع مسرحية هاملت 
lalo. (Hamlet)‏ فرضنا لغرض السهولة أن sre‏ كلمات هاملت هو 100000 
كلمة وأن متوسط عدد حروف الكلمات هو 5 حروف فكم عدد القردة وعدد 
السنوات اللازمة لإنجازذلك باحتمال أكبر من 0.5 ؟ 
نفن التجرية التالية: ضع حافة قطعة نقود معدنية على أحد أصابع يدك فوق 
طاولة مسطحة. أسقط قطعة النقود بيدك الأخرى بطريقة تجعلها تدور 
بسرعة. بعد توقف قطعة النقود سجل المخرج "صورة أو كتابة". أعد التجرية 
0 مرة. ما عدد ترددات وقوع "صورة"؟ 
الآن» حاول موازنة قطعة النقود بحيث تكون حافتها على الطاولة مباشرة. اضرب 


بكفة يدك مكانًا آخر من الطاولة بحيث تقع قطعة النقود على الطاولة. سجل 
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(£1) 


Cy) 


CA 


المخرج "صورة أو كتابة". أعد التجربة 50 مرة. ما عدد ترددات وقوع "صورة"؟ 
ستكون الإجابة مختلفة تمامًا. فسرذلك. 

يوضع على الإطار الخلفي الأيمن للسيارات الواقفة 2 الأماكن الممنوع الوقوف 
فيها "كماشة" تجعل السيارة غير قابلة للقيادة. صمم كماشة مناسبة لها 


الخصائص التالية: 
si‏ يستطيع شرطي مرور واحد وضعها على السيارة بسهولة من دون الحاجة 
لرفع السيارة. 


؟. الاتتسبب 4 تعطيل حركة المرور. 

Y‏ الايستطيع صاحب السيارة فكها. 

4. الاايستطيع صاحب السيارة من قيادة سيارته إلا بعد فكها. 

يتطلب الحل رسم ووصف الكماشة وإرشادات لاستخدامها. 

دخل جورج إلى بقالة صغيرة لشراء بعض الحاجيات. اختار بعض حبات الحلوى 
وقطعة شوكولاتة ورقائق البطاطا ومشروب غازي. ويما أن جورج جيد 2# 
الحساب» قام بجمع ثمن الحاجات الأربعة وأخرج من محفظته قطعة نقود من فئة 
العشرة دولارات واتجه لدفع ثمن ما اشتراه. 

أخبر عامل البقالة جورج بأن ماكينة الحساب معطلة؛ لذا فهو يستخدمآلة 
حاسبة. لاحظ جورج أن العامل غير أمين حيث يقوم بوضع ثمن السلعة على الآلة 
الحاسبة ويضغط مفتاح الضرب Linge‏ عن الضغط على مفتاح الجمع. كانت 
المفاجأة الحقيقية لجورج بأن العامل أخبره أن مجموع المشتريات يساوي TAL‏ 
دولارات» وهو المجموع الذي وجده جورج بالجمع بدل الضرب. ما ثمن كل سلعة 
من الأربع سلع؟ 

وعد حسام بأن حبه لزوجته سيستمر إلى أن تتمكن شلالات نياغرا من نحت 
المنحدرالصخري تحتها وإذابته 2 البحيرة. صمم نموذجًا نظريئًا لتحديد مدة 
حب حسام لزوجته. 


a: 


(24) 


(e+) 


(91) 
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سيتقدم جمال وسامي لاختبار فيزياء يوم الأربعاء. ولكنهما كانا مدعوين إلى 
حفلة 2 المدينة المجاورة مساء الثلاثاء ولم يتمكنا من الوصول إلى مكان 
الاختبار 2 الوق تالمحدد. حاولا استعطاف أستاذ المادة يادعائهم أن سبب 
تأخرهما عن الاختبار هو اكتشافهم بنشر 2 أحد إطارات السيارة. وافق أستاذ 
المادة على منحهم اختبار بديل. كتب أسئلة اختبار واحدة لكليهماء لكنه وضع 
كل legis‏ 2 غرفة منفصلة. يتكون الا ختبار البديل من سؤالين: 

السؤال الأول عليه 5 درجات وهو سؤال يسيط عن سقوط الأجسام. أما السؤال 
الثاني فعليه 95 درجة ويسأل عن موقع الإطار الذي بنشر 2 سيارتهما. لم 
يتفق جمال وسامي Lisle‏ على موقع الإطار. ما احتمال (على فرض أن إطارات 
السيارة يساوي 4) أن يجيبا نفس الإجابة ؟ 

درجة حرارة غرفة جيدة العزل هي 72° . تم إقفال جهاز التحكم بالحرارة 
(الثرموستات) ووضعت ثلاجة 2 الغرفة وتم تشغيلها. ووضع مؤشر التحكم 2 
البرودة داخل الثلاجة على "الأكثر برودة" وترك باب الثلاجة Aaya Le ghee‏ 
حرارة الثلاجة هي الوحيدة التي تؤثر 2 درجة حرارة الغرفة. بعد مرور ساعة هل 
تصبح درجة حرارة الغرفة أكبر آم أصغر من درجة حرارتها الأصلية وهي 72 ؟ 
اشتركت ثلاث سيدات 4 غرفة فندق. أخبرهم موظف حجوزات الغرف أن 
أجرة الغرفة هي 75 دولارًا . بعد فترة وجيزة تذكر موظف الحجز أنه أخطأ 2 
الحساب حيث إن الأجرة هي 70 دولارًا. أعطى العامل 5 دولارات ليعيدها إلى 
السيدات الثلاث. يما أن العدد 5 لا يقبل القسمة على 3 فإن السيدات قررن أن 
يعيد العامل 1 دولار لكل منهن ويآخذ هو دولارين. 

أثناء مغادرة العامل الغرفة يدأ بتحليل المسألة: كل سيدة دفعت 24 = 1 - 25 
دولارًا A Sig‏ هو 2 دولارين. إن ذلك يجعل المبلغ المدفوع يساوي 
74 = 2 + 24 × 3 . أين اختفى الدولار الباقي؟ 
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Jol»‏ المسائل الدرد يي 


تفديو 
Preface‏ 


يحتوي هذا القسم على حلول معظم المسائل فردية المقدمة 2 كتاب أساليب 
حل المسائل لمؤلفه ستيفن ج كرانتز (Steven 0. Krantz)‏ حيث نستخدم من الآن 
فصاعدًا كلمة "الكتاب" للدلالة عليه. 


من المهم التأكيد على استخدام هذا القسم كمرجع وعدم استخدامه 
كوسيلة لتعلم حلول مسائل الكتاب. ولهذا فإننا نشدد على أهمية عدم قراءة حل أي 
مسألة قبل المحاولة الجدية لحل هذه المسألة. الزمن الذي يستغرقه الطالب ب2 
محاولة حل مسألة سيؤدي حتما إلى تنمية قدرة الطالب على حل المسائل. 

الترميزات والمراجع والنتائج المستخدمة 2 حل المسائل مأخوذة مباشرة من 
الكتاب. 

نقدم شكرنا وتقديرنا لكل من نيكولا آركوزي (Nicola Arcozzi)‏ وستيفن 
(Steven G. Krantz) zoly‏ وفلاديمير ماسيك (Vladimir Masek)‏ على ملاحظاتهم 
القيمة على العديد من المسائل. 


لويس فيرناند زوهايده جورانسا راب 
سانت لويس ۸۱۹۹/0/۱۵ 


د ووع - 


www.abegs.org 


dasti‏ الأول 


sould Line‏ أساسيي 
Basic Concepts‏ 


)5.1( 
LENE R E PEE‏ اول PIE‏ 
N,- (N, -1‏ = 
لكل عدد صحيح موجب Ny‏ يحقق: 
VAJN (N,=1€Z‏ 
افترضنا الشرط الأخير لأنه يساعدنا على استكمال البرهان بالاستقراء. 
العبارة صائبة عند 1 = ۸ لأنه بوضع 2 = N‏ نجد أن: 
V2 —V2-1‏ =1- ولد ANI =2 € Z oly‏ 
Oa ae‏ 0 را يحقق 
N = (N,‏ = 12-17 و 5 ع 1- VAJN aN Naa‏ 
باستخدام فرضية الاستقراء نجد أن: 
1- ول J=‏ = ا 
N, = (N, -1 V2-1‏ = 


daa Yo‏ أن: 
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(N,V2+JN,—1 =2N, +(N,—-1)+2N2JN, JN, —1 


= 3N, -1+ N2N, (N, =1 €Z 

K of yaya‏ هو stat‏ 1 ,14209007 انق 

عندتن» 

VAJN, =1+ JN, =2N,-1) +N, + NINN, - 1 
= 3N, -2 + N2N, JN, -1 


=K-1eZ 
ويهذا يكون:‎ 
VK -VK-1= VIN, PAN =L = NNN, =L ENN, 
= س‎ T 
3 


JKVK—1W2 = JN, N2 N, -1 V2/n,—1+JN, V2 
= 3N JN, -142 +2N, +2 N, -1 ع‎ 2, 

لان V2JN, JN, -1 eZ‏ وذلك باستخدام فرضية الاستقراء. إذن» K‏ يحقق 
الشروط المطلوية للعدد N pg‏ . وبهذا إذا وضعنا × = رول نكون قد انتهينا. 
G.Y)‏ 

سنجد صيغة مغلقة لمجموع k‏ من مربعات الأعداد الصحيحة. نستخدم 
الأسلوب نفسه الذي اقتاد atlas‏ )1,1,¥( من العتان, لاحظ اول أنه 

EË +32 asl = 3 -3 +1‏ ثم = 1—1( B‏ 
بالجمع من 1 = € إلى ۸ = 6 نحصل على المجموع المتناوب 2 الطرف الأيسر حيث 
تختصر معظم الحدود: 
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(1-0)+(1- ?2(+---+ 25 م)- (k—-1°‏ + 15-م) تم 
3k? —3k+1 + 3(k—1? —3(k—1)+1 +--+(8-341)‏ = 
بالتبسيط وإعادة ترتيب الحدود وتطبيق صيغة مجموع أول k‏ من الأعداد الصحيحة 
نحصل على: 
Rk? + (k —1) +...+1‏ 3= تم 
1+...+1+1 + 1+... +(1-)+م 3— 


م و 1+... + )1— (k‏ + ثم 3 = 
دم ا تلدع ع 3“ 
ويهذا نحصل على: 
k? +(k-1P + ...+1 aes‏ 
0 
للحصول على مجموع اللكفبات تستخدمالأسلو ب تفسهاهرة اللخريل. Yal AAY‏ أن: 


1)4-@(— *£ 
1- 4+ 6 - 46 = 1- 4£ + @6— 40+ ^£ — 74 = 
بالجمع من 1 = € إلى ۸ = € نحصل على المجموع المتناوب 2 الطرف الأيسر حيث 
تختصر معظم الحدود: 
(k - (“|‏ = “0 م))| + | “دم = (kt‏ 
[(0-0)+24-1))] ...+ 
(4k? - 6K? + 4k — 1| + [(4(k - 1) — 6(k — 1) |‏ | = 
+[(4(k - 1(- 1| +--+ (4x13 -6x1 + 4.1-1(‏ 


بتبسيط وإعادة ترتيب حدود الصيغة السايقة نحصل على: 
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kt = 40 +2° +--+ 8°) - 61 +2? Hk?) 
HA1 +2 +- + k) — (k) 
ويحل المعادلة لإيجاد ”۸ + ... + 23 + 1 نجد أن:‎ 


اميه 2+ 


_ -(ثم +--+ 22 + وس ةق‎ 4(1 + 2 +--+) + (kh) 
2 
1 2k? + 3k? +k kb +k 
ل م م‎ ٠_4 +k 
2 2 
ورين اسک‎ ety 
بسي‎ 
)۵,۱( 


بكتاية المعادلة على الصورة 
n(m —1) = m‏ 
نجد أن 1 - ۳ يقسم 77. وهذا صائب فقط عندما يكون 2 = mM‏ أو 0 = «7 . إذا 
كان 2 = m‏ فإن 2 = (1- 7)2 .أي أن 2 = 7. أماإذا كان 0 = m‏ فإن 
0 = (1- ۸)0 .أي أن 0 = n‏ إذن» يوجد حلان فقط للمعادلة هما 0 = m =n‏ 


.m=n =2 و‎ 


(۷,۱) 
لا حظ أن:‎ 
9300 x 5600 x 4400 00 230 x 5600 x 9800 
= 9600 x 5600 x 9500 
= 10600 x 9500 


وبهذا نجد أن عدد Co place!‏ ينتهي بها stall‏ يساوي 600 . 


5 € - 


أساليب حل المسائل 


61 

يوجد بين العددين 1 و 100 تسعة أعداد ذات خانة واحدة و 90 عددًا من 
ذوي الخانتين وعددًا واحدًا ذا ثلاث خانات. إذنء عدد الخانات اللازمة هو: 

9x1+90x2+1x3 = 192. 

(CAAD, 

لنفرض أن عدد خانات العدد N‏ يساوي k‏ عندئن» يمكن كتابة N‏ على 
الصورة م0,0... 0,1 N = a,‏ . أو على الصورة: 

N =a,10° +a,_,10°! +... + a10 +a, 


= 4,(99---9 +1) + a,_, (99-۰9 +1) +- +a (9 +1) +a, 


pi‏ خانة م خانة 
ay |‏ ا a,‏ + [9 ...+ 99.09 ريه + 99.009 |a,‏ = 
k-31‏ خانة “e k‏ 


9 والعدد الأول من الطرف الأيمن يقبل القسمة على العدد‎ V suet) أن كلا من‎ Les 
ره يقبل أيضا القسمة على العدد 9.أيضا عدد‎ + ag y +...+ فإن العدد مه‎ 
.عند جمع خانات عدد‎ N خانات‎ ate أقل من‎ a, + ap ۳۰۰۰+ خانات العدد ر۵‎ 
يقبل القسمة على 9 نحصل على عدد يقبل أيضًا القسمة على العدد 9 وعدد خاناته‎ 
أصغر من عدد خانات العدد الأصلي. وبالاستمرار. سنحصل على عدد مكون من خانة‎ 
.9 واحدة ويقبل القسمة على العدد 9 . هذا العدد يجب أن يكون العدد‎ 


(Y1) 
cee) E E EEA, نستخدم‎ 
n! 32ح 12 ح‎ 
من النقاط عموديًا فوق كل عدد من هذه الأعداد الذي يقبل القسمة على‎ k ضع‎ 


“م . من الواضح الآن أن عدد قواسم n! 2p‏ يساوي عدد هذه النقاطء؛ وبهذا نقوم 
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بعد هذه النقاط. عدد الأعداد التي تقبل القسمة على العدد 7 يساوي عدد النقاط 
السفلية وعدد الأعداد التي تقبل القسمة على العدد “7 يساوي عدد النقاط 2 
المستوى الثاني وهكذا. وبالاستمرار 2 العد بهذا الأسلوب نصل 2# النهاية إلى عدد k‏ 
بحيث لا يوجد أي عدد 2 حاصل الضرب يقبل القسمة على "م (يحصل ذلك عندما 
يكون (pë >n‏ 

إذن» عدد قواسم م 2 !7 يساوي عدد الأعداد بين 1 و 7 التي تقبل القسمة 
على p‏ مضافًا إليها عدد الأعداد بين 1 و 7 التي تقبل القسمة على ”م وهكذا. (OWN‏ 
are Le‏ الأعداد التي تقبل القسمة على "م k > neu‏ > 1 5 هذه الأعداد هي 


1 إذن» عدد الأعداد بين‎ . lp <n هوأكبر عدد يحقق‎ l “م1 حيث‎ ,2p*,---, Lp" 


1 1 1 4 ; ao es 
هواكير عد صحيح اصغر‎ la] حيث‎ go! والتي تقبل القسمة على‎ Nn g 
LP 


| 


P 


من 7 . إن هذا محقق لأن: 
n‏ 


pe 


+1 <n 


>n 9 P = 
م‎ 


إذن» 


n 


j =|‏ 
المطلوية هي ae‏ (لاحظ أن 0 = عندما يكون k‏ كبيرا). 


العدد الكلي للمباريات التي يلعبها فريق مع كل فريق آخر مرة واحدة هو: 
5 = 1+ 2 + ...+ 12+ 13+ 14 
ولرؤية aot‏ لاحظ أن ane‏ المباريات التي يلعبها الفريق الأفضل هو 14 وعدد المباريات 
التي يلعبها الفريق الأفضل بعد ذلك هو 13 (استثنينا المباراة التي لعبها مع الفريق 


لالع - 
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الأفضل لأنه سبق حسايها) وهكذا. عدد نقاط كل من المباريات يساوي 4 a).‏ عدد 
النقاط الكلية يساوي 420 = 105 × 4 . الآن» أعداد نقاط الفرق مختلفة وأصغرها 21 
. لذا فإن عدد نقاط الفريق الذي يأتي بعد ذلك هو 22 . وعدد نقاط الفريق الثالث هو 
3 وهكذا نجد أن عدد نقاط الفريق الأفضل هو 35 على الأقل. ولهذا فإن العدد الكلي 
للنقاط يجب أن يكون أكبر من أو يساوي: 
.420 = 35 ل 34 ل ...+ 23 + 22 214 

وبما أن هذا العدد هو بالضبط عدد النقاط الكلية فإن عدد نقاط الفريق الثاني 
بعد الأصغرهو 22 والثالث بع دالأصغرهو 23» وهكذا يكون عدد نقاط الفريق 
الأفضل هو 35 . إذن» أكبر عدد من النقاط الذي يمكن لفريق أن يحققه هو 
24 = )14 مباراة) x‏ )3 نقاط). 

إذن» خسر الفريق الأفضل 7 نقاط. لاحظ أنه يجب طرح نقطتين لكل خسارة ) 
3 نقاط للرابح ونقطة للخاسر). إذا لم يتعادل الفريق الأفضل 2# أي مباراة فإن عدد 
النقاط التي خسرها يجب أن يكون زوجيًا Y)‏ يمكن أن يكون 7). وبهذا فيجب أن يتعادل 
الفريق الأفضل ب4 أحد المباريات. 


(W.Y) 

العدد الصحيح هو 2۸ -2 . 
)14.1( 

يمكن تلوين المستوى على النحو التالي: 

السداسيات منتظمة قطر كل منها 1. كل حرف (ضلع) يمثل لون. نقوم 
بتلوين الداخل والنصف الأيسر من المحيط لكل سداسي بما 2 ذلك الرأس العلوي 
وعدم تلوين الرأس السفلي بلون يقابل الحرف. لاحظ أن المسافة بين سداسيين لهما 
اللون نفسه أكبر من 1. 


- ۳ - 
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(v1.1) 
إذا صرح المحافظ عن عدد الأزواج الذين خانوا زوجاتهم فإن المسألة ستكون‎ 
واضحة لأن: كل من الزوجات التي على علم بعدد أصغر من الأزواج الذين خانوا عن‎ 

العدد الذي صرح به المحافظ فإنها ستعلم مباشرة أن زوجها يخونها. 


(v¥.1) 
MA aheas, orc 
2! 3! (n +1)! ا‎ (n 4-1)! 
e e e 
2! 3! (n +1)! 
1 1 1 
ب‎ +— 
1! 2! ! 
ولهذا فإن:‎ 
1,2 n 
21° 3! (n +1)! 
ےوک داب‎ 
Moa nif {2! 3!  )م اللخ‎ 
1 1 
(n +1)! 
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(v0.1) 
احتمال الربح للإستراتيجية الأولى هو:‎ 
عدد حالات الريح‎ a 


a+b‏ 1 عدد الحالات الكلي 


AER.‏ ر ERE EE ER FE‏ اعمال سحي كرة 
بيضاء 2 السحبة الثانية يعتمد على لون الكرة المسحوبة 2 السحبة الأولى. وبهذا 
لدينا: 
(سحب كرة بيضاء 2 السحبة الثانية )۲ 
(الكرة الأولى بيضاء )7 × ( الكرة الأولى بيضاء|إكرة بيضاء 2 الثانية )7 = 


(الكرة الأولى سوداء )2 × (الكرة الأولى سوداءاكرة بيضاء 2 الثانية )2 ل 


0-1 0 0 0 
ص‎ N — x 
atb-2 a+b a+b—2 a+b 
E a? — a + ab 

(a + b)(a+b —2) 
_ aat+b—2)+a 

(a + b)(a +b —2) 


0 i. a 
a+b (a+b)(a+b-—2) 
هذه النتيجة مماثلة لمسألة مونتي هول:‎ 


يقوم اللاعب B‏ يحذف إحدى الكرات السوداء كما هو الحال عند حذف 
مونتي هول أحد الأبواب 2 المسابقة. 
(۷.۱( 

يمكن تغطية أرض الغرفة 2 جميع الحالات وهذه مسألة ليست صعبة. إذا 


قطعنا ركنين متجاورين» عندئن نقوم بتغطية أرض الغرفة بوضع البلاطات موازية 
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للضلع المفقود die‏ ركنين. وإذا كان الركنان المفقودان متجاوران فنضع البلاطات 
بحيث تكون موازية لهذين الركنين المتجاورين. وبعد ذلك يتم تغطية بقية الأرضية 


بأسلوب مباشر. 


2511-2 


الفصل الثاني 
نظرة أعمق على الهتندسىن 


A Deeper Look at Geometry 


(i)‏ على سبيل SLAM‏ يمكن تلوين الرسم التام ذي الرؤوس الأريعة على 
الكرة باستخدام أربعة ألوان. 

(ب) الرسم التام ذو 7 رؤوس على الطارة يحتاج إلى 7 ألوان كما هو مبين 
2 الشكل المرفق. يمكن اعتبار الطارة مستطيلاً بمطابقة الحافة العليا 
مع الحافة السفلى. الحافة اليسرى مع الحافة اليمنى. الحروف 
a, a’, b,b’‏ توضح هذه المطابقة؟ 


(ج) العدداللوني لطارة بثقبين يساوي 8 . 


إفضة 
لنفرض أن المثلث مرتكز على أحد أضلاعه كما هو مبين 4 الشكل التالي: 


- لااع- 
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إذا رسمنا عمودًا من قاعدة المثلث إلى الرأس العلوي فإن طول هذا العمود يساوي 
مجموع أقطار جميع دوائر الشكل. بما أن ارتفاع المثلث يساوي 3 فإن مجموع أقطار 
الدوائر يساوي 3 . أي أن مجموع أنصاف أقطارها يساوي 1.5 .الآن» بإجراء العملية 
على كل من الرؤوس نجد أن مجموع أنصاف أقطار الدوائر التي نحصل عليها هو 
5 = 2 - 1.5 × 3 . طرحنا العدد 2 لأنه تم حساب نصف قطردائرة المركز 
gag)‏ 1) ثلاث مرات. إذن؛ الإجابة هي 2.5 . 


)0.7( 
لنفرض أن المثلث مرتكز على ضلعه الأكبر وليكن 0 ولنفرض أن طول 
الضلعين الأيسر والأيمن هما b‏ و © على التوالي كما هو مبين 4 الشكل: 


a 
حيث 7 > 5 > 1 فإن طول © يمكن أن‎ b = k إذا كان‎ . 0 = n لاحظ أن‎ 
SY (لاحظ أن © + 6 > ۾‎ (n—k+4+1),(n—-k42),...,n يأخن أحد الأعداد‎ 
فإن عدد الخيارات لأطوال الضلع © يساوي‎ b = k إذا كان‎ oF مثلث).‎ 


: إذن» عدد المثلثات هو‎ . k 


- EA - 
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1 

THESIS _Mr+D 

daa Y‏ أن المثلثات متساوية الساقين التي يكون فيها طول كل من الساقين 

يساوي 7 هي مثلثات متطابقة؛ ولهذا فإنه قد تم عدّها مرتين (بالتحديد عندما 

يكون " = c=) > „ eS)‏ و (bake „na = c="‏ عدد هذه المثلثات 
يساوي 1 - 77 . ولذا فإن عدد المثلثات غير المتطابقة هو: 


2 2 


(y.y) 
لإيجاد الجزء من المستوى المغطى بطريقة المريعات نقوم بقسمة مساحة‎ 


الدائرة الداخلية (قطرها 1) على مساحة المربع الذي طول ضلعه 1 الذي يحيط 


71 
الدائرة لنجد أن ذلك يساوي 4 Lei.‏ 2 حالة السداسيات» نقوم بقسمة مساحة 


الدائرة الداخلية (نصف قطرها 2( le‏ سات Leas fl grasa‏ لنجد أن 
ذلك يساوى سك . ولهذاء فإن التغطية باستخدام السداسيات أكثر فاعلية. 
ˆ 243 


(4.7) 

بضم مثلثين متطابقين نحصل على متوازي أضلاع. يمكن تغطية المستوى 
بمتوازيات أضلاع (انظر الشكل رقم 3 2# الكتاب). لذا فالإجابة "نعم". 
)15.7( 

خطأ: قطر المثلث المتساوي الأضلاع الذي طول ضلعه d‏ يساوي 0؛ لكن لا 


يمكن رسمه داخل دائرة قطرها OY d‏ المسافة من مركزالمثلث إلى أي من أضلاعه 


- €\4 - 
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O d‏ 5 
تساوي حوفي اكير عن تضرف PAPEN a‏ 


(ty) 

يمكن تعريف المجموعة المحدبة على النحو التالي: تكون المجموعة محدبة إذا 
ڪان: 

.O<t <1 pt + 0-8و‎ 
7,4 © XHY المجموعة. لنفرض أن‎ 2 q عنصر 2 المجموعة لكل عنصرين 7 و‎ 
× +۲۷ من تعريف‎ . pt + ٩)1 t) © × HY المطلوب إثبات أن‎ . 0 > ٤ > 1 وأن‎ 
نجد أن:‎ 
Py dy EY برو ريرم و‎ E X حيث‎ q = qy + qy م و‎ = Py + Py 
مجموعة محدبة فإن:‎ Y و‎ X أن كل من‎ bes 
pytta,(-the X 
pyt + qy(1—t) EY 
om 
pt + q(1 - t) = (py + pyt + (qx + q,)(1 — t) 
= (pyt + q,(1— 1)) + (ppt hep ll —t)) € X +Y 

وبهذا فإن ۲ + مجموعة محدبة. 

يمكن استخدام متباينة المثلث لإثبات أن القطر هو على الأقل 1١2‏ وعلى 
الأكثر 20 . ويمكن تحقيق هذين الحدين. على سبيل SLAM‏ قطر مجموع قرصين 
قطر كل منهما 1 يساوي 2 . ومن ناحية op ei‏ إذا أخدنا قطعتين مستقيمتين 
متعامدتين طول كل d Logio‏ فإن مجموعهما سيكون مريعًا طول ضلعه d‏ وقطره 
23 . 

أما بالنسبة إلى العرض فلا يمكن استنتاج أي شيء ملموس. على سبيل 


5 
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ها ١‏ كاحت ال Cott‏ اقم غير وة قطرها d‏ وكات Y‏ منتقيما Coal,‏ 
غير منته قطرها X + Y Old d‏ سيكون المستوى حيث قطره غير منته. 
)10,7( 

مساحة 25 ستكون 4 أضعاف مساحة 5 لأنها تضرب بالعدد 4 = 2 . 
dead oats diy!‏ ولا tie dt‏ ضري شاع subatls pape‏ 2 فإن مساحته ستكون 4 
أضعاف المساحة الأصلية. وبما أن المربعات هي اللبنات الأساسية لقياس المساحة agi)‏ 
لإيجاد مساحة مجموعة نقوم بتغطيتها بمريعات صغيرة ومن ثم نجد مجموع 
مساحات هذه المريعات) فإن مساحة 25 ستكون أربعة أمثال مساحة 5 . 

لاحظ أن الوضع الأصلي للمجموعة لا يؤثر 2 النتيجة. إذا كانت المجموعة 
الأصلية بعيدة مسافة d‏ عن الأصل فعند الضرب بالعدد 2 تصبح مسافتها تبعد عن 
الأصل 24 . 


(۷.9 

تكون المجموعة الجزئية من المستقيم محدبة إذا وفقط إذا احتوت جميع 
النقاط الواقعة بين أي نقطتين. أي أن المجموعة المحدبة هي مجموعة مترابطة. 
وبهذا فإن مجموع مجموعتين مترابطتين هو مجموعة مترابطة (نعني بمترابطة هنا 
عدم وجود ثقوب). القطر والعرض هما نفسهما للمجموعات الجزئية من المستقيم. 
للمجموعات الجزئية من المستقيم يكون قطر المجموع هو مجموع القطرين. 


(A.Y) 
لنفرض أن 0 هي الزاوية الكبرى وأن 7/ هي الزاوية الصغرى. عندئن»‎ 


. cos 8 = 5 ‘sin 6 = 


10 


«(SINO = —‏ — = بن ومع 


1 
10 V5 V5 


- eY\ - 
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sin(@ + 2) = sin a cos Û + sin Û cos a 


EEE TES 
وله‎ Vio V5 410 
51 E 

542 BD 

كب 

V2 

= sin 45° 


a+ 8 = 45° إذن»‎ 


(19 

يمكن أن نفرض أن رؤوس المثلث تقع على محيط المضلع. محيط المضلع 
يساوي مجموع محيطات الأجزاء الناتجة التي تصل بين كل رأسين من رؤوس المثلث. 
طول كل من هذه الأجزاء أكبر من طول ضلع المثلث المقابل له. ولهذا فمجموع 
أطوال هذه الأجزاء أكبر من مجموع أطوال أضلاع المثلث (محيط المثلث). 
(f.‏ 

لنفرض أن رؤوس المثلث هي BA‏ ) . سنجد مجموعة النقاط N‏ التي 
تحقق NAB = NBC‏ . نفرض أن Ny‏ هي النقطة التي تحقق 
N,AB = N,BC = 0‏ حيث O‏ زاوية معطاة. لإيجاد هذه النقطة؛ نرسم مستقيمًا 
يقطع A‏ ويصنع زاوية 0 مع AB‏ ومستقيمًا يقطع B‏ ويصنع زاوية 0 مع BC‏ . 
هذان المستقيمان غير متوازيين (إذا كانا متوازيين فإنه من السهل أن نرى أن 
ABC = 180°‏ ). النقطة Ny‏ هي نقطة تقاطع هذين المستقيمين (لاحظ أن No‏ 
تفع على المستقيم الأول حيث 0 = 48ول وأن Ny‏ تقع على المستقيم الثاني حيث 
0 = 80و ). الشكل أدناه يوضح ذلك: 


= اناغ ب 
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وبتغيير قيم 0 نجد أن Ny‏ ترسم لنا قوسا محدبًا كما هو مبين ب2 الشكل: 


A 


Cc 


مقعرًا كما هو مبين 2 الشكل أدناه: 


B Cc 


القوس الأول يمس BO‏ والقوس الثاني يصل بين B‏ و Les. C‏ أن القوس الأول 


ينتهي عند A‏ والثاني ينتهي عند ) ola‏ القوسين يتقاطعان عند نقطة P‏ كما هو 
مبين 4 الشكل التالي: 


Se 


أساليب حل المسائل 


A 


BLZ _ TNF 


P Ol Les‏ تقع على القوس الأول PAB = PBC OLS‏ وبما L gsi‏ تقع على القوس 
الثاني PBC = PCA ob‏ . إذن» 
PAB = PBC = PCA,‏ 


.0( 
يمكن استخدام هندسة الإحداثيات لحل هذا التمرين: ارسم إحداثيين 
واكتب المعلومات على هذين الإحداثيين. طريقة جيدة لإنجاز ذلك هي: افرض أن 
7 أضلاع المثلث Gig‏ 0,5,6 المسافات من P‏ إلى الأضلاع 7,0,7 على التوالي. 

لنفرض أن r‏ هي قاعدة المثلث h Sig‏ ارتفاعه. 

ارسم مستقيمما يمر بالنقطة P‏ موازيًا للضلع p‏ . سنحصل على مثلث 
أصغر T,‏ ارتفاعه a‏ - ۸. ارسم الآن مستقيمًا يمر بالنقطة P‏ موازيًا للضلع 4 . 
عندئذ» نحصل على مثلث أصغر T,‏ يقع داخل ,1 وارتفاعه 0-7 - ۸ . أيضاء رأس 
T,‏ الأعلى هو P‏ وقاعدته7 (وهي 6). إذن» © = h—a—b‏ ويهذا نحصل على 
المطلوب. 
(Y.D‏ 

نفرض أن M‏ هو الوتر. عندئن» 

.m - Ê = أو 100 = )| - م )7 -م)‎ m = £ +100 

ضع 0 = 6 + m‏ و 0 = mMm -٤£‏ .عندئذ» كل من b ga‏ يقسم 100 وحاصل 


-t - 
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Cust. 100 (gol Logs uo‏ کے = E gm‏ = . ويما أن ”و £ عددان 


صحيحان فإنه إما أن » و 5 زوجيان Lae‏ أو أنهما فرديان معًا. بتجريب جميع قواسم 
العدد 100 نجد أن 10 = gia = b‏ 50 = ى و 2 = 0. إذا كان 10 = a = b‏ فإن 
m= 0‏ و 0 = € وهذا مستحيل. a = 50 al‏ و 2 = ola lagg. b‏ 
m = 6‏ و 24 = .L‏ 


)4,1( 
نفرض أن أحد محوري التناظر أفقيًا. وليكن £ هو المحور الثاني و 0 الزاوية 
بين المحورين. بتحريك المحور l‏ حول محور التناظر الأفقي آولا فإن المحور الثاني 
سيصنع زاوية /0-- مع المحور الأفقي. إذن؛ المستقيم 77 الذي يصنع زاوية مع المحور 
الأفقي هو أيضًا محور تناظر. وبما أنه يوجد محوران للتناظر فقط فإن m‏ = 6 . 


إذن» 90° = بم . 


1.9( 
لاحظ أن Yall‏ يعتمد على معرفة نصف قطر الحفرة r‏ . ولذا gla‏ حساياتنا 
لا تعتمد على قيمة 7. ولهذا يمكن اعتبارأن 0 = r‏ (أي قيمة أخرى تصلح ولكنها 
ستعقد الحسابات). 2 هذه الحالة يكون حجم الجزء المتبقي يساوي حجم الجسم 
الكروي الأصلي. بما أن طول الحفرة يساوي 6 إنشات فإن قطر الكرة يساوي 6 إنشات. 

أي أن حجمها يساوي 307 . ويهذا يكون حجم الجزء المتبقي يساوي 307 . 

CAAD) 
هي نقطة تقاطع المستقيم مع محور‎ X = (2,0) vig P(p, po) لنفرض أن‎ 
هي نقطة تقاطع المستقيم مع محور الصادات. لنفرض أن‎ Y = (0,y) dig السينات‎ 

R = (p,,0)‏ و (وم,0) = S‏ كما هو مبين 2 الشكل التالي: 


أساليب حل المسائل 


ليم ,0) = 8 


R=(p, 0) 


بما أن المثلثين AYSP‏ و ARXP‏ متشابھان فإن 


Se‏ كل 
P2 r— py‏ 
L Pt‏ 
z — P‏ 
لنفرض أن مساحة المثلث هي A(T)‏ . عندئن» 
فك ذا 5 ا( 


2 2 =P 
هو إيجاد قيمة 7 التي تجعل مساحة المثلث أصغرية. ولهذا الغرض نجد‎ OF! المطلوب‎ 


من المتباينة: 


أن: 


ومن ذلك نجد أن A(X) > 2p, py‏ . ولكن a). A(2p,) = 2p, py‏ نحصل على 
مساحة أصغرية عندما يكون y= 2P 9 T = 2p,‏ 
)4,1( 

الشكل التالي يبين إمكانية تقسيم الطارة إلى 12 جزءًا باستخدام 3 


تقطيعات مستوية: 


ae 


ولكننا لا نستطيع إثبات أن هذا العدد من الأجزاء هو العدد الأعظمي الذي نحصل 
عليه باستخدام 3 تقطيعات. 


)21.7( 
طول كل من التقريبات الثلاثة يساوي 2 (لاحظ أنه 2 التقريب n‏ لدينا 


1 

7 من الخطوات للأعلى طول كل منها 0 و7 من الخطوات للأيسر طول كل منها 
1 

٠‏ ويهذا تحصيل على الطول 2). إن هذا يقترح أن يكون طول القطر 2 . ولكن 
باستخدام Bette pee‏ فيخاغورس نملا ان طول القطرهو VI £17 = V2‏ ويهدا 
يظهرآن لدينا تناقض. 2 الحقيقة لا يوجد تناقض هنا: طول نهاية متتالية من 
المجموعات ليس بالضرورة أن يكون مساويًا لنهاية أطوال المجموعات. لاحظ إمكانية 
أن يكون منحنيان قريبان lite‏ من بعضهما ولكنهما مختلفان 2 الطول. على سبيل 
SLAM‏ ب2 الشكل التالي المنحنى الذي يأخذ شكل المنشارقريب جدا من القطعة 
المستقيمة ولكنه أطول بكثير من القطعة المستقيمة. 


2501/2 


www.abegs.org 


الفصل الثالث 
مسائل في الد 


Problems Involving Counting 


)1,۳( 
لنفرض أن اللاعبين هما A‏ و B‏ إذا حصل اللاعب A‏ على ورقة واحدة فإن 
عدد الخيارات هنا يساوي 7 i)‏ ورقة من الورقات 7). 


n 
E على ورقتين فعدد الطرق 2 هذه الحالة هو‎ A إذا حصل اللاعب‎ 


n 
{i وهكذاء إذا حصل اللاعب على / ورقة فعدد الطرق 2 هذا الحالة هو‎ 


إذن» العدد الكلي لطرق توزيع 7 ورقة بين لاعبين هو: 
1-1 


3 


k=1 


n 


=2 277-1 
| 


ويمكن برهان صواب هده المتطابقة على النحو التالي: 


من الكتاب نعلم أن: 


وهو المطلوب. 


- ولع - 
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(f) 
أريعة أعداد من كل صف. لنفرض أن 0 يرمز لعدد‎ Joi دعنا نحدد نوعية‎ 


فردي وأن © يرمز لعدد زوجي. أول أريعة أعداد من كل صف ايتداءً من الصف الثالث 


هي: 
الصف الثالث: LEO éa‏ 
الصف الرابع: sss‏ 10:60 
الصف الخامس: 166 
الصف السادس: LOGE:‏ 
الصف السابع: ...,€,0,€,1 


لاحظ أن النمط يتكرر ابتداءً من الصف السابع. بما أن كل من الصفوف 
الثالث إلى السادس يحتوي على عدد زوجي 2 tani Joi‏ أعداد من أعداده وأن النمط 
يتكرر بعد ذلك فإنه يوجد عدد زوجي واحد على الأقل من بين أول أربعة أعداد من 
أعداد أي صف. 
)0.۲( 

نستخدم الاستراتيجية التالية: نفرض أن عدد أطفال الزوجين هو n‏ 


ونحسب احتمال أن يكون لديهما ولدان وينت ومن ثم نجد 7 بحيث يكون هذا 


1 
الاحتمال أكبر من . الآن 


2) (ولدان وينت‎ = 1 - Pl من بنت)2 + (أقل من ولدان‎ gai) 
= 1 - | 2) (عدم وجود بنت)2 + (ولد واحد)2 + ( عدم وجود أولاد‎ | 
5 |+ 4] 


-Pe - 
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نحتاج إيجاد أصغر عدد 7 يحقق 


1 1 
[irti > 


2 2" ge 
N= 4 أي 2+ م > 2*1 . بالتجريب نجد أن‎ 


1 
2 


(Y1) 

هذه مسألة صعبة يحتاج حلها إلى معرفة بعض مفاهيم الاحتمالات المتقدم. 
سنحصل على ورقة لعب من مجموعة أوراق اللعب التي عددها 52 مع شراء علبة 
واحدة من يطاقات لعبة كرة الأرض. سنقوم بحل المسألة العامة. نفرض أن عدد 
مجموعة أوراق اللعب هو 7 مرقمة من 1 إلى 7 وأننا سنحصل على ورقة واحدة مع 
شراء علبة واحدة من البطاقات. ولنفرض أن ,× هو عدد مرات الشراء التي نحتاجها 
للحصول على مجموعة الأوراق 7 . المطلوب هو حساب: 

ELX] = 1P(X 1( +2P(X = 2) 4-4 mP(X £ m) +--- 

OYI سنجد‎ 

P(X, < ۸( =1 فإن‎ 5 <n كان‎ ty. P(X, < k) 
سنبرهنه على النحو التالي:‎ LST إن إثبات ذلك يكون 2 العادة صعباء‎ 

(بعض الأوراق غير موجودة بعد إجراء 1 - ۸ شراء )2 = P(X, < k)‏ 

وهذا الاحتمال هو احتمال اتحاد الحوادث : 

( الورقة i‏ غير موجودة بعد إجراء 1 - k‏ شراء) = AF‏ 

لكل 72 > 1> 1. 

حساب احتمال اتحاد 7 من الحوادث يتم باستخدام الصيغة التالية التي يمكن إثبات 
صوابها بالاستقراء الرياضي ونترك ذلك كتمرين للقارئ. ينصح بإثباتها أولا 
لبعض الحالات البسيطة مثل 1,2,3 = 7 (انظر: أيضا تمرين رقم ١9‏ من هذا 
الفصل). 


- € - 
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P(Af U A$ U Af Ue U AF)‏ 


_ ky k k k k k 
SPA LPA RANE رد‎ PANADA) 


<7 i > و‎ <i 

_ 141 k Eai k 

لان PANA‏ 3 “ررم 
i <i >>‏ 


(Ir "P(A م‎ Aj N AS NANA) 


الآن» P(A.)‏ احتمالات متساوية لكل i‏ (احتمال عدم وجود الورقة 1 هو 
نفسه احتمال عدم وجود أي ورقة). احتمال عدم وجود الورقة i‏ بعد الشراء 1- :/ 


هو: 
k—1‏ =[ 
n‏ 
احتمال عدم وجود ورقتين (أي P(AF 0 AF)‏ ) لا يعتمد على ور 
ويساوي: 


ويصورة dele‏ احتمال عدم وجود 0 ورقة AF) Si)‏ ...م (P(A? n AF‏ لا 
t y *‏ 


يعتمد على TOI‏ ويساوي: 


الآن» باستخدام الصيغة المقدمة سابقًا نجد أن: 


- PY - 


P(X, > k) 
4—1 n n 5 1 
i i<j ? i <h < 
5 Pe ale 
<hl 7 


n 
باستخدام‎ . 


عدد حدود المجموع 2 السطر الثالث من الصيغة يساوي 


هذه الحقيقة وتجاهل الحد الأخير (يساوي 0) يمكن إعادة كتابة الصيغة كالتالي: 


P(X, > k) 
n AM WV n JA n gt sy 
=] n l B n | Bi n | 
+ rene (ae 
+ veal.” | 
أي أن‎ 
P(X, > k) — Seye “= k= 


بعد أن وجدنا P(X, < k)‏ نستطيع الآن إيجاد P(X, = k)‏ واستخدام 
صيغة E[X,]‏ المقدمة EAM‏ ولكننا ye‏ عن ذلك نستخدم الصيغة التالية: 


- لالع 
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BX I=) s =F 
k=1 
يما أن الضرب بالعدد 1 يساوي جمع 1 من الحدود نجد أن:‎ 


6 ا‎ PX = 


i=k j=l 
وبتبديل ترتيب المجموع نجد أن:‎ 
EX = ررم‎ P(X, = 8) 
Jak k=j 


إذن» نجد 2 حالتنا أن )43 
OQ n n— 0-1‏ 
D S- vl /‏ +201 - 
j=n+ld=1 4‏ 
بتبسيط المجموع الأول وإعادة oe m‏ نجد: 
ا لنت 
=Z + 1)‏ 
n |‏ 
و و ee‏ 


X,] = n+ ا‎ 


n 


> 
A 
3 
2 
= 5 
> 
IV 
= 
| 
5 
5 


وهذه 2 الحقيقة هي الصيغة النهائية. الآنء بوضع 52 = n‏ نستطيع 


- E - 
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استخدام الحاسب الآلي لإيجاد [,,1/]1 . استخدمنا برنامج ماثيمتكا عند 52 = n‏ 
وحصلنا على 235.978 = EL X59]‏ . 


)4.7( 
إذا وقعت جميع النقاط 2 أحد نصفي القرص فإن قياس الزاوية التي نحصل 
عليها من الشعاعين اللذين يمران بنقطتين من النقاط الثلاثة وتحتوي النقطة 
الثالثة لا يزيد على 180° . إذا استبدلنا النقطة الوسطى بالنقطة التي تقايلها 

Glas‏ فإن النقاط لا تكون جميعًا 2 أحد نصفي القرص. 

من ذلك نجد أن استبدال النقطة الوسطى بالنقطة التي تقابلها قطريًا 
يؤدي إلى الحصول على دالة من مجموعة [الأشكال 4 أحد النصفين] إلى مجموعة 
[الأشكال 4 نصفين مختلفين) . هذه الدالة هي 3 إلى 1: كل شكل من النقاط التي 
لا تقع جميعا 2 نصف واحد من القرص له ثلاث صور عكسية تحت تأثير الدالة 


يها 
O50‏ 
S‏ 


إذن» يوجد تقابل 3 إلى 1 بين المجموعات (الأشكال 4 أحد النصفين) 
والمجموعات [الأشكال 2 نصفين مختلفين) . وبهذا يكون» احتمال عدم وقوع النقاط 


1 
4 أحد نصفي القرص يساوي Fi‏ 


- مع - 
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(1.۳( 
على الرغم من تشابه هذه المسألة مع المسألتين السابقتين» إلا أنها أسهل 
منهما بكثير. افترضنا مسبقنا أن المريع مقسوم قطريًا أو أفقيئًا أوبأي طريقة أخرى. 
عندئذ» احتمال أن تقع أي من النقاط 2 أحد نصفي المربع يساوي > ولهذا احتمال 
11 


1 1 z 


وبما أن المريع مقسوم إلى نصفين فإننا نخلص إلى أن احتمال وقوع جميع 
النقاط الثلاث 2 نفس النصف هو: 


(W.T) 
النقطة الوحيدة المهمة 2 المسألة السابقة هي ترتيب الأعداد وليس قيمة‎ 
الأعداد. ومع أننا لا نعرف قيم الأعداد 2 هذه المسألةء إلا أن ترتيبها لا زال قائماء وهذا‎ 

هو المهم. إذنء إجابة هذه المسألة هي نفس إجابة المسألة السابقة. 

(10.7) 

الخطوة الأولى: املأ الوعاء الذي سعته 8 لتر. بعد ذلك استخدم هذا الوعاء 
لتفريغ 5 لترات 4 الوعاء الذي سعته 5 لترات. وبهذا يتبقى 2 الوعاء 3 لتر. 

الخطوة الثانية: اسكب ماء الوعاء الذي سعته 5 لترات وضع فيه 3 لترات ماء 
من الوعاء الآخر. بعد ذلك املا الوعاء الذي سعته 8 لترات واستخدم منه لترين 
لتعبتة الوعاء الذي سعته 5 لترات. الآن» يبقى 6 لترات 2 الوعاء الذي سعته 8 لترات. 

الخطوة الثالثة: اسكب ماء الوعاء الذي سعته 5 لتر واملأه من الوعاء الذي 


سعته 8 لترات. عندئذ» يتبقى 1 لتر 2 الوعاء الذي سعته 8 لترات. 


- €1 - 
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(W.Y) 
خانات الصفحات من 1 إلى 9 يساوي 9 = 9×1.عدد خانات‎ are 
100 الصفحات من 10 إلى 99 يساوي 180 = 2 × 90 . عدد خانات الصفحات من‎ 

إلى 750 يساوي 1953 = 3 »651 . 
إذن» عدد الخانات الكلية اللازمة هو 
.2141 = 1953+ 180+ 9 
(GLAD)‏ 


أسهل طريقة لحل هذه المسألة هي الاستعانة بأشكال فن وأيضًا يمكن 
استخدام صيغة برهانها ليس صعبًا إذا استعنا بأشكال فن وهي: 
|AUBUC|=|A\+|B]+|c|-|AnB|—|Anc|-|Bne|‏ 
+/ANBnC|‏ 


حيث إلى C. «B‏ مجموعات منتهية و 


.| يعني عدد polic‏ المجموعة. 2 
حالتناء A‏ تعني Bog" pe"‏ تعني "أحياء" و € تعني "كيمياء". وبهذا يكون عدد 
الطلاب الذين لم يجتازوا أحد الاختبارات على الأقل هو: 
5= 12+5+8-2-6-3+1 
وبالتالي فإن عدد الطلاب الذين اجتازوا الاختبارات الثلاثة هو: 
6 = 41-15 
شكل فن التالي يوضح ذلك: 


ES 
9 
SLA 


À 


- لالاع - 
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)1.۳( 
2 الحقيقة إن التقرير "معظم السكان ينتمون إلى عائلات عدد أعضاءها 
أكبر من المتوسط" هو تقرير صائب» ويمكن إثبات ذلك على النحو التالي: لنفرض 
أن f;‏ هو عدد العائلات التي عدد أطفالها i‏ ولنفرض أن C‏ عدد أطفال العائلات التي 
عدد أفرادها 1. عندئن, 47 = C‏ . متوسط عدد أفراد العائلة هو مجموع عدد العائلات 


مضروب بعدد أفرادها وهذا مقسوم على عدد العائالات الكلي. أي أن: 


حيث K‏ هوأكبر عدد من الأطفال لأي عائلة. ومن ناحية أخرىء إذا اخترنا 
Leased‏ فما متوسط عدد أعداد عائلته؟ هذا السؤال يختلف عن السؤال السابق. 
للإجابة عنه يجب أن نجد مجموع عدد الأشخاص مضرويًا بعدد أفراد عائلة كل من 


هؤلاء الأشخاص ثم نقسم ذلك على العدد الكلي للأفراد. أي أن: 


K K 
ر2‎ DUES 
0 a 
il ml 
Av, K 


= K 
6ر2‎ Dui 
i=1 i=1 
2 أي أننا سنبرهن أنه لو اخترنا فردًا عشوائيئًا فإنه‎ . 40, > Av, سنبرهن أن‎ 


المتوسط ينتمي إلى عائلة عدد أفرادها أكبر من المتوسط. ولهذا نحتاج إلى إثبات أن: 


K K 
Dif, | DUPE 
i=1 < i=l 

K 7 K 
2h Èt 
i=l i=1 
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اخ 


1-1 1 


| 


i-1 i=] 


بالضرب نجد أن: 


K K 
its; SEK 
0-1 1-1 
من ذلك نرى أن:‎ 
2e A E ED 
1<i<j<K 1<j<i<K 1<i<j<K 1<j<i<K 


بتبديل 1 و7 لي المجموع الأخير نجد أن: 


Se 2 CE Oe FEL اللي‎ TT 


I<i<j<K 1<j<isk 117 كل>‎ I<i<jSK 
وبإعادة الترتيب نحصل على:‎ 


DE WE ال اام‎ 


I<i<j<K I<i<jSK I<i<K 
“2 2 -2 2 
Por POE, oL 
1<i<j<k 1<i<j<k I<i<K 
ر( من الطرفين نجد أن:‎ Pf? بطرح‎ 
I<i<K 
Si 2 2 
2, Wht > WAS D>) Pi >> Pi 
1<i<j<K 1<i<j<K 1<i<j<K 1<i<j<K 


OF‏ مجموعي الطرف الأيسر متساويان ويمكن أخذ fifi‏ مشترك من 
الطرف الأيمن لنحصل على: 
و ا «(WES‏ رد 


1<i<j<K 1<i<j<K 


- وبع - 
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EEF كاك‎ TT 

نجد أن 72 + 15 > 27 . إذن» معاملات fif,‏ الطرف الأيسر أصغر من أو 
تساوي نظيراتها 2 الطرف الأيمن. Oa)‏ المتباينة صائبة» ويهذا نكون قد أثبتنا أن 
معظم الناس ينتمون إلى عائلات عدد أفرادها أكبر من المتوسط. 
(YF)‏ 

كم عدد الطرق المختلفة لتوزيع | حبة عنب على ۸ من الكؤوس S‏ عدد هذه 

0 

الطرق هو ]|[ ssc‏ المجموعات الجزئية من المجموعة 5 هو عدد المجموعات 
الجزئية التي تحتوي على 0 من العناصر مضافًا إلى ذلك عدد المجموعات الجزئية 
ذات العنصر الواحد مضاقًا إلى ذلك عدد المجموعات الجزئية ذات العنصرين وهكذا. 


بالاستعانة بمبرهنة ذات الحدين نجد أن هذا المجموع يساوي 2 . 

)0,1( 
احتمال أن يكون الجانب الآخر من الكرت أحمر أيضًا هو احتمال أن نكون قد 
سحبنا الكرت الأحمر على الجانبين. ولهذا فإن احتمال اختيار كرت أحمر على 

50 2 
الجانبين مع المعرفة المسبقة b‏ أحد الجانبين أحمرهو a‏ 
يضق 
تحليل العدد 304 إلى قوى عوامله الأولية هو: 


304 = 24 × 84 x 5t 


- gs - 
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قواسم 304 يجب أن تكون على الصورة 5° x 30 x‏ 2° حيث 0 و ٤ 9b‏ أعداد 
صحيحة غير سالبة لا تزيد على 4 . إذن» عدد القواسم هو عدد الثلاثيات المرتبة 
a,b,c > 4 cum (a,b,c)‏ > 0 . وهذا العدد يساوي 125 = 5< 5 ×5. 


4.۳( 
نجد عدد الخانات المستخدمة لترقيم الكتاب. لترقيم الصفحات من 1 إلى 9 
نحتاج 9 = 9×1 خانة. لترقيم الصفحات من 10 إلى 99 نحتاج 180 = 2 x‏ 90 
خانة. لترقيم الصفحات من 100 إلى 666 نحتاج إلى 1701 = 3 × 567 خانة. OYI‏ 
العدد الكلي للخانات المستخدمة هو: 
1890 = 1701 + 180 + 9 خانة. 


ate Wal‏ صفحات GUST‏ هو 666 صفحة. 


(v1.7) 


12-22 + 32 - 4 +... +(-1)" n? 


وود عد و وس ."1ب = 
Ih‏ كان 1 Send Ling}‏ كتابة اتظرف push‏ على MEE‏ 
(n-1P?—n?‏ +--+ 33-47 + 12-225 


= 1-21 + 2( + )3 - 4()3 + 4( +. 
+(n-l-n (n-It+n 
= —(1 + 2)— (3 + 4( ...- (n -1( en 
=-(1424+3+--+4n), 
وهذه هي الصيغة المطلوبة.‎ 


Lai‏ إذا كان n‏ فرديا فإن الطرف الأيسر يساوي: 
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1-2 + 35-45 +t )n - 27 —(n-1P +n? 
= (1-2) +2)+(38-4)(8+4)+-- 
+ (n—2)—(n-1) (n-—2)4+(n—-1) +n? 
= -(1+2)-(3+4)—---— (n-2)+(n-1) +n? 
=— 1424+34+--4(n—1) +20 +2434--n)—n 
=14+24+3+4+--4n7 
وهي الصيغة المطلوبة.‎ 
لاحظ أننا استخدمنا الصيغة المقدمة 4 التمرين السابق لنجد أن:‎ 


201+ 2+ ,و = ,رمم ...+ ق‎ MEI n 


=n? +n — n 


= n? 


(GAD) 
الصيغة المطلوبة هي:‎ 
(n? - n +1) + (n? —n4+3)+(n? —n +5) 
+... + (n —n + (2n -1(( = n’ 


لا حظ أن عدد حدود الطرف الأيسر يساوي 7 وأن: 


nxn?—nxnt(1+3+5+---+2n—1) 


14 3454--4+2n-1 
= (2x1-1) + (2x2-1)4+(2x3-1)4--+(2xn-1) 
90-94 ged) is bas EEN 

7 مرة 


2 
وج‎ tn 


n 


ولهذا نجد أن: 
=n’‏ "= كور + nxn—nxnt+(14+34+54+--4+2n-lani‏ 
وهذه هي الصيغة المطلوبة. 
)0,۳( 

يمكن إيجاد احتمال أن تكون كلمة TOLEDO‏ صحيحة على النحو التالي: 
احتمال أن يكون الحرف T‏ 2 الموقع الصحيح هو sy‏ لأن عدد الحروف هو 10 ويمكن 
وضع الحرف T‏ بطريقتين (صحيحاا أو مقلوبًا). احتمال أن يكون موقع O‏ صحيحا 
إذا كان موقع T‏ صحيحًا هو ^ لأن عد الحروف المتبقية هو 9 و 4 حروف منها هي 
O‏ وكيفية وضع الحرف 0 يتم بطريقة واحدة. احتمال أن يكون موقع الحرف L‏ 
صحيحاا إذا كان موقع الحرفين 7 و0 صحيحا هو T‏ (بقي 8 حروف وخيارين 
لوضع (L‏ وهكذا لبقية الحروف. إذن» احتمال أن تكون كلمة TOLEDO‏ صحيحة هو: 
lL, 4 1 1 1 3 1‏ 


— x = xX — x — x — × = = x 4.96032 x 107° 
20 9 16 14 12 5 201600 


ويطريقة ممائلة نجد أن احتمال أن تكون كلمة OHIO‏ صحيحة هو: 


x 10 0‏ م | نا 


420 7 8 109 
احتمال أن تكون الكلمتان TOLEDO‏ و OHIO‏ صحيحتان هو احتمال أن تكون 
کا TOLEDO‏ اة Lg‏ کال ان تون كلب ONTO‏ فح إذا 
TOLEDO Gf als‏ ية هذا الاحتمال هو 


1 
2419200 


1 
201600 


x 4.1336 x 107". 


2 1 
x=x=x= = 
4 2 


1 
3 
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GLAD) 
أنه للفريقين اللذان لعبا المباراة الأولى يكون عدد مرات الخسارة هو‎ oi لاحظ‎ 
عدد المباريات (العدد الكلي للمباريات هو 11) التي لم يلعبا بها. السبب 4 ذلك هو أن‎ 
أحد الفريقين فاز 2 المباراة‎ ig الفريق يلعب مباراة إذا وفقط إذا خسر المباراة السابقة‎ 
الأخيرة ضد فريق نيويورك هذا أيضًا ينطبق على فريق نيويورك ماعدا المباراة الأولى‎ 
التي لعبها فريق نيويورك من دون أن يكون قد خسر 2 مباراة سابقة» لكن قد تم تعويض‎ 
فريق نيويورك قد خسر المباراة اللأخيرة (لااحظ أنه يمكن النظر إلى ذلك كأن‎ OY ذلك‎ 
فريق نيويورك لم يلعب المباراة الأولى لأنه خسرالمباراة الأخيرة). إذن» لكل فريق نجد أن‎ 
عدد المباريات التي خسرها هو عدد المباريات التي لم يشارك فيها. وبهذا يكون لدينا لكل‎ 

فريق: 
عدد مباريات الفوز + عدد مباريات الخسارة + عدد المباريات التي لم يشارك بها = 
عدد المباريات الكلية 11 = . أي أنه لكل فريق يكون: 
عدد مباريات الفوز + ضعف عدد مباريات الخسارة 11= . 

إن هذا يعني أن عدد المباريات التي فازبها كل فريق هو عدد فردي. 

لنفرض أن Wa Wy W‏ هو عدد المباريات التي فازبها كل فريق. لاحظ أن 
الأعداد W,‏ و Wy‏ و ولا مختلفة (افترضنا أن عدد المباريات التي فازت بها الفرق 
مختلفة). إذن» الأعداد W,‏ و Wy‏ و Wa‏ فردية مختلفة ومجموعها 11. بالتجريب نجد 
أن هذه الأعداد هي T 63 cl‏ . ومن المعادلة اللأخيرة نجد أن الفريق الذي فاز / مباريات 
خسر مباراتين والفريق الذي فاز 3 مباريات خسر 4 مباريات والفريق الذي فاز مباراة 
واحدة خسر 5 مباريات. 

لاحظ أن هذا لا يحدد أي من الفرق الثلاث فازيمباراة واحدة أو 3 مباريات أو 
7 مباريات. 2 الحقيقة يمكن تصميم جدول بحيث يفوز فريق نيويورك بمباراة واحدة أو 
3 مباريات أو 7 مباريات. لهذا فإنه لا يمكن تحديد عدد مباريات فوز كل من الفرق من 


بيانات المسألة. 


- Ett - 
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)4,1( 
احتمال الحصول على 12 عند إلقاء حجري نرد 4 مرة هو: 
A‏ 


|- 1= (عدد الحصول على )1-2 12 


= 1— 0.508596 
= 0.491404 
< 0.5 


زاد تشفالير دي ميري من مبلغ الرهان على الرغم من أت اللعبة ليست 
صالحة. 2 واقع الأمر سيدفع له 98.2808 فرنكًا لكل 100 فرانك يراهن بها. 
)1,۲( 

عدد مخرجات كل إلقاء لقطع النقود الخمسة هو 32 = 2 . يمكن إيجاد 
عدد مخرجات إنهاء اللعبة على النحو التالي: إذا انتهت اللعبة فإن أحد اللاعبين قد 
حصل على كتابة والآخرين حصلوا على صور أو العكس. إذن» كل لاعب يكسب 
مرتين لكل 32 رمية. إذن» عدد المخرجات التي تنهي اللعبة هو 0= 5× 2 . ويهذا 
يكون احتمال إنهاء اللعبة بعد الرمية الأولى هو 9 واحتمال إنهاء اللعبة بعد الرمية 
الثانية هو احتمال عدم فوزأي من اللاعبين 2 الرمية الأولى مضروبًا 4 احتمال فوز 
أحد اللاعبين بعد الرمية الثانية. إذن» احتمال إنهاء اللعبة بعد الرمية الثانية هو: 


(éF.T) 
لذا نفرض أن:‎ .)١,۳,۳( سنتبع خطة حل المسألة‎ 
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F(z) = a) + تبديه + "هه‎ + a,r? + ast 
32F (x) = تبديه3 + ”30,2 + ندمه3‎ + 3042" + 3a,2°... 
وأن:‎ 
a F(z) = ”ر‎ + a,2° + azt + ”يديم‎ + a,2°... 


بتجميع الحدود المتشابهة نحصل على: 
F(a) — 3aF(a) + F(x)‏ 
a + (a, — 3a,)z + (a, — 3a, + aa?‏ = 
.ل +a, — 3a, + a,)z° + (a, — 3a, + a)‏ 
Leag‏ أن : 
+a; 5 = 0‏ درك - ره 
فيمكن تبسيط الصيغة السايقة لنجد أن: 


F(x) - 3aF (2) + (نه) تبه‎ = a + (a, — م30‎ 


وبما أن: 
1 ع a,‏ و2 = a‏ 
نجد أن 
و5 - 2 = )27 + 32 - F(a)‏ 
أي أن 
FG 2— 5r‏ 
تع + 32 -1 
بضرب الصيغة السابقة نجد: 
1 2 1 
alae >‏ 5 | -1[= هم 
ولق راةل VBI, a‏ 
5 + 3 3-5 | 
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ويمكن كتاية ذلك على الصورة: 


0 _2 مه‎ 2 ee 2 al 3 a 
re) =[1 aos | +E | 


إذن» معامل rI‏ 2 الصيغة السابقة هو: 


(=) +b چ‎ 
ss EEN 


ومن ناحية أخرى لدينا: 


إذن: 


)20.7( 
بطريقة مشابهة للمسآلتين السابقتين نجد أن الإجابة هي: 
وجنات 
. 1-27 ع a,‏ 
(y.y)‏ 
بطريقة مشابهة للتمرين السابق نجد أن الاحتمال المطلوب هو: 


40 |)12 
Has‏ 
E‏ 
0 
لاحظ أن الاحتمال يساوي 1 عندما يكون 40 > k‏ (باستخدام مبدأ برج 
الحمام). 


- لاعع - 


أساليب حل المسائل 


(24.0) 


: 1 
سنفترض أن احتمال أن تكون البقرة مريضة (وهو -م ) لا يعتمد على أن 
البقرات الباقية سليمة أو مريضة. إذن» احتمال أن تكون بقرة مصابة بالمرض من بين 
1 
مجموعة عشوائية مختارة عددها 100 هو aS a‏ 
عددها 100 هو: 
( بعضها مصاب بالمرض x P(‏ 101 + ( تكون جميعها سليمة )7 1X‏ 
او اھ وا 
5 5 5 
إذن» العدد المتوقع للاختبارات على 5000 بقرة هو 1050 = 21 × 50 . 


(or,F) 
زوج أو‎ Si) سنجد احتمال أن يكون لدى اللاعب الآخر زوج أو أفضل من ذلك‎ 
زوجان أو 3 أوراق متشابهة أو بيت كامل أو بوكر) إذا كان لديك زوج أو كانت‎ 
آنه فيس مهيا‎ dan كفرط اوا ان جميع أوواقك منتكاقة‎ Seite جم ورافک‎ 
2 21 تحديد نوع هذه الأوراق طا ما أنها مختلفة. لذا يمكن افتراض أن هذه الأوراق هي‎ 
احتمال أن يكون لدى اللاعب‎ ala 4ء 5 من نوع القلب (1 يعني آص). المطلوب‎ 3 > 

الآخرزوج أوأفضل من ذلڪ. لاحظ أن: 
( جميع الأوراق مختلفة )2 - 1 = ( زوج gi‏ أفضل )۲ 
لذا ستجد احتمال أن تكون جميع الأوراق مختلفة. عدد الطرق لاختيار 5 


47 2 
أوراق من مجموعة أوراق عددها 47 | 5 | ستجد الان كم عدا من بينها ل 


يحتوي على زوج. ولهذا الغرض ندرس الحالات التالية: 


° إذا كانت جميع أوراق اللاعب الآخر تنتمي إلى المجموعة }1,2,3,4,5{ فإن 


- EEN - 
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عدد التوزيعات التي لا تحتوي على زوج هو 7 (عدد خيارات 1 هو 3 وعدد 
خيارات 2 هو 3 وهكذا). 


إذا كانت أريع أوراق بالضبط من أوراق اللاعب الآخرتنتمي إلى المجموعة 


8 5 
}1,2,3,4,5{ فإن عدد التوزيعات التي لا تحتوي على زوج هو نا 


OF‏ عدد طرق اختيار 4 أوراق من المجموعة هو 


5 
| وعدد خيارات كل ورقة 
منها هو 3 وعدد طرق اختيار ورقة من المجموع J,Q, K}‏ ,10 ,7,8,9 ,16 هو 

0 

Hl‏ ويمكن اختيار هذه الورقة بأريعة طرق. 

إذا كانت ثلاث أوراق بالضبط من أوراق اللاعب الآخر تنتمي إلى المجموعة 
l8‏ ]5 ا 

3 2 


إذا كانت ورقتان بالضبط من أوراق اللاعب الآخر تنتمي إلى المجموعة 


Ola {1, 2,3,4,5}‏ عدد الطرق © هذه الحالة هو ?4 


8 5 
}2,3,4,5 ,1{ فإن عدد الطرق ب4 هذه الحالة هو اننا 


إذا كانت ورقة واحدة فقط من أوراق الللاعب الآخرتنتمي إلى المجموعة 


5 e] 
i [aje فإن عدد الطرق 2 هذه الحالة هو‎ {1,2,3,4,5} 


إذا كانت جميع أوراق اللاعب الآخرلا تنتمي إلى المجموعة }1,2,3,4,5{ 
8 
إذن» احتمال أن يكون لدى اللاعب الآخر زوج أوأفضل عندما تكون جميع 
أوراقكت مختلفة هو: 


فإن عدد طرق هذه الحالة هو 4 


دوعع - 
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Bip 
5 


سنجد OF!‏ احتمال أن تكون جميع أوراق اللاعب الآخر مختلفة عندما يكون 


لديك زوج. كما 2 السابق سنفترض أن أوراقك هي 1 شيرة و 1,2,3,4 
قلب. نحتاج لدراسة جميع الحالات المختلفة ونجد عدد طرق كل حالة 
بأسلوب مشابه لما سبق. 

° إذا كانت أوراق اللاع ب الآخرهي 1 وثلاث أوراق تنتمي إلى المجموعة 


}2,3,4{ فإن عدد طرق مجموعة من الأوراق Y‏ تحتوي على زوج هو 


x 4! 


9 
axa?‏ (يوجد خياران للعدد 1 و 3 خيارات لكل ورقة 2 


£ 
المجموعة }2,3,4{ و 1 طريقة لاختيارورقةمنلمجموعة 


OR‏ 45 خيارات لكل وق 


ل إذا كانت أوراق اللاعب الآخرهي 1 وورقتان من المجموعة }2,3,4{ فإن ate‏ 
f9 5‏ وى ا3 

طرق هذه الحالة هو 4° × x x 3° x‏ 2. 

ل إذا كانت أوراق اللاعب الآخرهي 1 وورقة واحدة من المجموعة }2,3,4{ فإن 


عدد طرق هذه الحالة هو |x?‏ 


3 


© إذا كانت أوراق اللاعب الآخرهي 1 وليس لديه ورقة تنتمي إلى المجموعة 


EO 
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9 
}4 ,2,3{ فإن عدد طرق هده الحالة هو i a"‏ 2 


وأيضاء إذا كانت أوراق اللاعب الآخر لا تحتوي على 1 فلدينا الحالات 
التالية: 
3 منأوراقه تنتمي إلى المجموعة }2,3,4{ sre.‏ طرق هذه الحالة 
EE‏ 

2 3 
ورقتان من أوراقه تنتمي إلى المجموعة }2,3,4{ . عدد طرق هذه الحالة هو 
l : 3 ١‏ 
3 2 
ورقة من أوراقه تنتمي إلى المجموعة }2,3,4{ . عد طرق هذه الحالة هو 
١ ; 3! :‏ 
il 4‏ 
جميع أوراقه لا تنتمي إلى المجموعة }2,3,4{ are.‏ طرق هذه الحالة هو 
45 : : 

5 


إذن» احتمال أن يكون لدى اللاعب الآخر زوج أو أفضل عندما يكون لديك زوج هو: 


43 


44 


1 9 3). (9) | 
bo— 77 x44 42x] 132 x| |» 4? 
2l 3 d i 1 |; 
4T 
3) 5 o 3 0 
2x| 13! x x43 +2 x x 44 x 33 x x4? 
7 i 8 7 1 3 2 
NT, e dy aaa ا‎ 
2 3 1 A 5 
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ويحساب هذه الكميات نجد أن احتمال أن يكون لدى اللاعب الآخر زوج أو 
أفضل عندما لا يكون لديك زوج هو تقريبًا 0.489636« واحتمال أن يكون 
لدى اللاعب الآخر زوج أوأفضل عندما يكون لديك زوج هو تقريبًا 
2 وهذا الاحتمال أكبر قليلاً من الاحتمال السابق. 


2 لامع - 


الفصل الرابع 


مسائل في المنطق 
Problems Of Logic‏ 


(1,8) 


E = 0 و0 هو0 . لذا فإما أن‎ E ناتج جمع الحرفين‎ . E نبدأ بالحرف‎ (i) 
ويوجد حمل من العمود السابق‎ E = 9 ولا يوجد حمل من العمود السابق أو أن‎ 
(الخيار الوحيد للحصول على‎ A = 5 عندئن»‎ . E = 0 و۸ ). لنفرض أن‎ N (جمع‎ 
4ك العمود الرابع). لدينا الآن:‎ A+ 4 = 0 

1 
DONS5SLD 
T GOR5LD 
ROBORT 

بما أنه لا يوجد حمل من N +R‏ وأن 10 = 5 + 5 فإن N +R‏ لا يزيد 
على 58 . وبما أننا استخدمنا العدد 0 فإن N‏ يجب أن يكون 1 فأكبر ومن ثم فإن 
R <7‏ . ومن ناحية أخرى DHG =R‏ . لذا فإن 3 < 7/ . الآن» 3 2 ۸ لأنه لو 
كان 3 R=‏ فإما أن 1 D=‏ أو 1 = € (والآخر يساوي 2) و2 الوقت نفسه ينتج 
عن D‏ +04 العدد 3 2 العمود الخامس مما يعني أن 1 = L‏ . إذا كان 4 = ob R‏ 
leag L = 2‏ أن 4 = D +G = R‏ فإن أحد الحرفين D‏ أو G‏ يساوي 1 والآخر 
يساوي 3 . وبهذا نكون قد استنفدنا الأعداد من 0 إلى 5 . وبهذا فإن 6 > N‏ مما 
يؤدي إلى أن 10 < ۸ + N‏ ومن ثم يكون لدينا حمل من هذا العمود. ولكن هذا 
يتناقض مع 0 = 0 + 0 2 العمود التالي. RA 4 ON‏ . وبما أن العدد 5 قد 
استخدم R=6 old Élu‏ أو R=7‏ 
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لنفرض أن 6 R=‏ . عندئذ» 3 = L‏ ولا يمكن أن يؤدي D+ D‏ إلى حمل. 
إذن» 4 > D‏ .و2 الوقت نفسه لا يمكن أن يكون N‏ أكبر من 2 لأنه لو كان غير 
ذلك لأدى 1+ ۸ + 77 إلى حمل غير مرغوب به. إذن» 1 DA‏ لأنه لو كان غير 
ذلك سيؤدي إلى 2 T=‏ ويكون الخيارالتالي للحرف N‏ كبيرًا جد . كما أن 
D £2‏ لأنه لو حان 2 = D‏ فإن 4 = G = T‏ . إذن؛ إذا كان 6 = ola R‏ 
D = 4‏ ونحصل على: 

1 
DON 5 3 4 
+ GOR 53 4 
R O 2 0 6T 


od‏ لدينا 8 = T‏ و 2 = G‏ . ويهذا N Oba‏ يجب أن يساوي 1 لكن هذا 
مستحيل BOY‏ ستساوي 8 ولكننا سيق وأن استخدمنا 8 . 
الخيارالأخير لقيمة ۸ هو 7 . عندئن: 1 > N‏ . كما أن 3 L=‏ ويجب أن 


يكون هناك حمل من DHD‏ وهذا يعني أن 7 = LHL‏ . ويهذا يكون لدینا: 


1 1 
D O 1 5 3 D 
+ G 0 7 5 3 D 
” O0 B 0 f T 


D < 5 ot‏ لأنه لو كان غير ذلك فإنه لا يمكن أن نحصل على حمل من 
DHD‏ . ويك الوقت نفسه» يما أن 7 = R‏ = © +( فإن 7< D‏ . إذن» 6 = .D‏ 
ومن ذلك يكون 1 = G‏ وهذا مستحيل LOY‏ سبق وأن استخدمنا 1. 

(gag‏ نكون قد استنفدنا جميع خيارات R‏ ولا نستطيع الاستمرار. وبهذا لا 
بد من أن تكون 9 B=‏ (وليس 0 = 22 ). إذن» 4 = A‏ ويكون لدينا حمل من 


- 20€ - 
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1 + 1 لنحصل على: 


J = 
Or 
Ae = 


N L D 
+ 0 9 1 4 بآ[‎ OD 
R O 82 9 RT 


بما أن R‏ = © + 2 +1 وكل من D‏ و € لا يساوي ha‏ فإن 4 < ۸ . 
ولكن 4 عد R‏ لأن 4 R < 5 oy. A=‏ . لنفرض أن 5 = L = Tawe. R‏ 
ولدينا حمل من D‏ (.وهذايعني أن 5 D>‏ وهذا مستحيل OF‏ 
R - 5‏ = © + ( + 1 . ويا مثلء؛ إذا كان 7 R=‏ (أوأي عدد فردي آخر) فإن 
D> 5‏ وهذا مستحيل. إذن» 1+D+G = R‏ يؤدي إلى أن يكون 5 = D‏ . إذن» 
1= € و8 = L‏ ونحصل على: 


1 
5 
t 1 
7 


© jo Or 
Win 2 
Oo Ae A جم‎ 
-3 |00 م‎ 


5 
5 
T‏ 
من الواضح الآن أن 0 = T‏ وبهذا يتبقى لدينا الأعداد 22 23 6. 
بالتجريب سنجد أن 6 = N‏ و3 ع 8 و2 ع 0. 
إذن» نجد أن الحل هو: 
5 8 4 6 2 5 
5 8 4 “7 9 1 + 
0 7 9 3 2 ” 
نترك للقارئ إثبات أن 6 R=‏ أو 8 R=‏ لن يؤدي إلى حلول إضافية. 
(ج) حصلنا على الحرف T‏ من TWELVE‏ نتيجة حمل من العمود السابق. 
Leg‏ أن: 


- £00 - 
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SEVEN + EIGHT >> 1000000 + 1000000 = 2000000 
.[ =9 أو‎ I = 0 فإن‎ £ +] = E ويما أن‎ . T = 1 فان‎ 


WP NO aE وا ا ل عى‎ I SOG فرك ا‎ 
ونحصل على:‎ N +1 = ۴٤ فلا يوجد حمل هنا. إذن»‎ E O وأن‎ 
S EVEN 
+ E 0GH 1 
1WELVE 


لاح ظأن E‏ تكرر 5 مرات 2 عملية الجمع؛ ولذا فإن معرفة قيمة E‏ 
سيساعدنا كثيرً . ولذا نجرب قيم مختلفة للحرف E‏ . يما أن ١ +1 = E‏ وأن 
E < 3 ola N < 2‏ . إذا كان 3 = E‏ فإن: 
V 3 2‏ 3 5 


+ 23 YO Ga {HÎ € 
1 W 3 L V 3 


YI‏ يجب أن يكون T‏ < 5»ويبهذا يجب أن يكون هناك حمل من العمود 
الثاني 3 + 5 .إن ذلك يعني أن 2 > W‏ . ولكننا استخدمنا جميع هذه القيم. لذا 
يجب تجريب قيمة أخرى للحرف LE‏ 
إذا كان 4 = Lola E‏ نحصل على: 
8 4 لا 4 S‏ 


+ 4 0 © 18 1 
1 W 4 [1 V 4 


من ذلك نجد أن 6 < 5,: ولكن $£ لا يمكن أن يكون 6 أو 7 أو 9 OY)‏ لو 
كان غير ذلك لحصلنا على 0 = W‏ أو 1 = W‏ أو 3 = W‏ وهذه قيم استخدمت 


سابقًا). إذن» 8 = S‏ و 2 = W‏ . الآن» بما أن جميع القيم 0 إلى 4 قد استخدمت 


- £07 - 
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فإن 11 < € + V‏ ولكنه لا يوجد حمل من هذا العمود. إذن» 4 + /[ . 
إذا كان 5 = E‏ فإن: 
V 5 4‏ 5 5 


+ 5 0 © 8 1 
1 W 5 [ V 5 


عندئذ» S=7‏ أو 8 = 5 . إذا كان 7 = S‏ فإن 2 = W‏ . بما أنه لا يوجد 
حمل من ٩‏ + 17 فإن 5 > ۷ أو 5 > G‏ وهذا أيضًا صحيح للحرفين ۷و H‏ 
(لماذا؟). يما أنه بقي قيمة واحدة فقط وهي 3 فإن 3 = V‏ ويكون 8 = H‏ و 
G = 6‏ ولكن هذا مستحيل OY‏ 6 + 3 مع الحمل يؤدي 0 مع الحمل. 

ننتقل الآن إلى القيمة التالية للحرف „S‏ 

إذا كان 8 = S‏ فإن 3 = W‏ . ويأسلوب مشايه للفقرة السابقة نحصل على 
2= ۷و 7= / و 6 = 0 .عندئن» 9 = L‏ ونكون قد حصلنا على الحل: 

8 5 2 5 4 


1 5067+ 
5 2 9 1365 
وبالرجوع إلى بداية Jal‏ نجد أننا لم نجرب القيمة 9 = 1. 2 الحقيقة 
هذه القيمة تؤدي إلى حل آخرهو: 
2 3 7 3 6 
1 4 8 9 3 + 
3 7 5 3 0 1 
ونترك التفاصيل للقارئ. 
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(ه) هذه المسألة لها حلول كثيرة من بينها الحلان: 
2 4 3 2 6 4 
0م 5 3 1 + و 0 5 4 8 + 
2 169 2 1 9 & 
(ك) يوجد العديد من الحلول من بينها: 
3 7 1 9 8 2 
5 9 2 + و 461 + 
8 6 4 0 5 7 


(a)‏ بالتجريب نجد الحلول التالية: 

63 x 154 = 9702 

54 x 168 = 9072 

59 x 136 = 8024 

26 x 345 = 8970 
(ff) 

يوجد 52 أسبوعًا و1 يوم 2 السنة الاعتيادية للتقويم الجريجوري» وتزيد 

السنة الكبيسة على السنة الاعتيادية بيوم واحد حيث يكون عدد أيام شهر فبراير 29 
Mad. Legs‏ إذا كان أول يوم من أيام السنة الاعتيادية هو السبت فإن أول يوم من أيام 
السنة 1+ 2 هو الأحد. أما إذا كانت T‏ سنة كبيسة فيكون أول يوم من أيام 1+ 2 
هو ال نین Lanan‏ أن السنوات الكبيسة هي التي تقبل القسمة على 4 ماعدا 
تلك التي تقبل القسمة على 29100 هذه الحالة تكون كبيسة إذا قبلت القسمة 
على 400 . على سبيل المثال» 2100 ليست كبيسة ولكن 2000 كبيسة. ومن ناحية 
أخرى فإن الدورة المكونة من 400 تحتوي على 52 × 400 أسبوعًا و 497 gi. Éag‏ 
أنها تحتوي على 20871 lagg. Ée geui‏ فإن السنتين T‏ و 400 + T‏ تبدأن باليوم 
نفسه بغض النظر عن كون T‏ سنة عادية آم كبيسة. من ذلك نرى أنه لمعرفة 
ترددات أيام الأسبوع المختلفة التي تبدأ بها السنوات فإنه يكفي معرفة هذه الترددات 
لدورة مكونة من 400 سنة. يمكن إنجازذلك بكتابة 400 سنة متتالية وإيجاد اليوم 


- £0A - 
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الأول لكل من هذه السنوات؛ ولكن ذلك ليس أسلوبًا علميًا. وعوضا عن ذلك نقسم 
الدورة إلى فترات ونحسب الترددات 4 كل فترة. 

أولاء من الواضح أن أي دورة مكونة من 400 سنة تحتوي على سنة واحدة 
فقط تقبل القسمة على 400 . فإذا استطعنا تجاهل هذه السنة فيكون بالإمكان 
تقسيم 400 سنة إلى 4 فترات مكونة كل منها من 100 سنة ونحسب تكرارات أيام 
بداية السنة لأول 100 سنة. وبما أن الفترات الجزئية الثلاث الأخرى تتبع النمط 
نفسه ما عدا أن كل منها تبدأ بيوم مختلف. فإننا بإعادة تسمية أيام الأسبوع يكون 
من الممكن حساب ترددات أول أيام السنة 4 الفترات الجزئية ومن ثم جمع هذه 
الترددات لنحصل على المطلوب. 

يمكن إنجازذلك باختيار دورة تقع فيها السنة "الشاذة" .2 نهاية فترة جزئية 
ويفضل أن تقع 2 نهاية الدورة نفسها. على سبيل المثال؛ الدورة 2001 إلى 2400 
ستفي بالغرض. قبل البدء 2 عملية العد؛ نفرض أن أيام الأسبوع هي 5,6,7 ,2,3,4 ,1 
وأن السنة 2001 iaa‏ باليوم 1. 

ولتبسيط الحسابات أكثر,ء لاحظ أنه 2 كل فترة مكونة من 28 سنة والتي 
لا تحتوي السنة التي تقبل القسمة على 100 نجد أن أول أيام السنة يتكرر 4 مرات 
لكل يوم من alal‏ الأسبوع (نترك برهان ذلك للقارئ). إذنء مع بداية العام 2084 كل 
يوم من أيام الأسبوع وقع 2 بداية العام 12 = 4 ×3 مرة. OW‏ نقوم بإيجاد تكرارات 
أيام الأسبوع 4 بداية كل من ال 16 سنة الأخيرة بالعد. وبما أن 2001 و 2085 
تبدأن باليوم نفسه نجد أن هذه التكرارات هي : 

1,2,3,4,6,7,1,2,4,5,6,7,2,3,4,5 
لاحظ أن الفترة الجزئية التالية المكونة من 100 سنة ستبداً باليوم 6 . 


الجدول التالي يلخص لنا البيانات التي حصلنا عليها: 


أساليب حل المسائل 


m14 Be we eT 
A(n) | 14 15 14 15 14 14 14 


حيث A(n)‏ يرمز لعدد المرات التي تكون فيها بداية السنة اليوم 7 للفترة 
الجزئية 1 . وكما أسلفنا فإن الفترة التالية تبدأ باليوم 6 . وبإعادة ترتيب الأيام 2 
الجدول السابق نحصل على: 


n |67 12 3 4 
A(n) 14 15 14 15 14 14 


وبالمثل نحصل على الجدولين: 


n |4 5 67 1 2 3 
A,(m)}14 15 14 15 14 14 14 


n |2 3 4 5 6 7 1 
A(n)|14 15 14 15 14 14 14 


وبإضافة الأعداد المتقايلة لكل من الأيام نحصل على الجدول )1,8( 
n | 1 2 3 4 5 6 7‏ 
A (n)|56 58 57 57 57 56 58‏ 
جدول رقم (4,؟) 
حيث A(n)‏ هو عدد المرات التي يكون فيها اليوم 7 بداية سنة 2 الفترة من 
1 إلى 2400 . الآن» يبقى أن نسمي الأيام المقابلة للأعداد. يمكن عمل S33‏ 
بالرجوع إلى التقويم لنجد أن السنة 2001 تبدأ بيوم الاثنين. ولذا نجد من الجدول 
)£,1( أن 6 هو السبت و 7 هو الأحد. وبهذا نخلص إلى أن بداية السنة تقع أكثر 2 


يوم الأحد منها 2 يوم السبت. 


5“ 
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(0.8) 

الخطوة الأولى للاعب الأول هي وضع مركز الفيشة ليطابق مركز الطاولة. 
بعد ذلك يقوم اللاعب الأول 2 كل خطوة بوضع فيشة بحيث تكون متماثلة بالنسبة 
لمركزالطاولة مع الفيشة التي وضعها اللاعب الثاني. وبهذا تكون الفيش بعد أي 
خطوة من خطوات اللاعب الأول متمائلة بالنسبة لمركز الطاولة. إن هذا يعني أن لكل 
خطوة يلعبها اللاعب الثاني سيليها خطوة يلعبها اللاعب الأول ومن ثم فالخطوة 
الأخيرة سيلعبها اللاعب الأول ويفوز. 


فقة 

التقريرين الأول والأخير لثيودور إما أن يكونا صائبين معنا أو خاطئين Cae‏ 
وبما أن كلا من الطلاب صرح بتقرير bL‏ واحد فقط فإن تقريري ثيودور صائبان. 
ويهذا يكون ثيودور Ways‏ 

لنأخد الآن تقارير ديفيد. 2 التقرير الثالث يدعي أن ثيودور هو السارق. 
ولكننا نعلم أن هذا التقرير الخاطئ. إذن» فإن التقريرين الآخرين لديفيد صائبان. 
أحد هذين التقريرين هو عدم معرفته لمارجريت قبل بداية العام الدراسي. لذا فإن 
التقرير الذي تدعي فيه مارجريت معرفتها لديفيد من سنوات عديدة خاطئ. ويهذا 


فإن تقريري مارجريت الآخرين صائبان وأحدهما هو قولها إن جودي هي السارقة. 


(4,٤) 
نستنتج من العبارة الأولى أن والدة نود ليست والدة سمير ومن ثم فهما‎ 
شخصيتان مختلفتان. لذا فإن الاسم الأول لنود ليس سمير. ومن ناحية أخرى نجد من‎ 
العبارة الرايعة أن بلنكن وسمير شخصان مختلفان. ولهذا يكون اسم عائلة سمير هو‎ 
أعوام‎ T وينكن. أيضًاء عمر سمير الآن 12 عامًا لأنه بدأ الصف الأول عندما كان عمره‎ 


وهوالآن 2 بداية الصف السادس. 


E =‏ د 


أساليب حل المسائل 


لا نستطيع من العبارة الأخيرة الاستنتاج بأن بلنكن وسامي شخصان 
مختلفان. افتراض أن اسم عائلة سامي هو بلنكن متسق مع جميع العبارات الأخرى. 
ولكن هذا الافتراض لا يكفي لمعرفة عمر سامي نود. لذا فهذه المسألة قابلة للحل فقط 
إذا كان سامي ويلنكن شخصين مختلفين. ويهذا نجد أن أسماء الكشافة الثلاثة هي: 
سمير وينكن وعمره 12 بدرنود وعمره 5 سامي بلنكن وعمره 13 

)11,8( 
السؤال هنا هو إيجاد عدد مرات استبدال عقرب الدقائق مع عقرب الساعات 
مع حصولنا على توقيت صائب. على سبيل المثال؛ إذا كانت الساعة تشير إلى الواحدة 
فبعد الاستبدال يشير عقرب الساعات إلى 12 وعقرب الدقائق إلى 1 وهذا ليس 
توقيتًا i Gilo‏ لأن عقرب الساعات يجب أن يزاح قليلاً إلى اليمين عندما يشير عقرب 
الدقائق إلى 1. لنفرض الآن أن 7 هوالوقت (وهذا يطابق أيضا موقع عقرب 
الساعات). سنفترض أيضا أن 00 : 12 هي الساعة صفر. أيضًا نفرض أن L‏ هو 

موقع عقرب الدقائق. عندتن: 
L‏ 
h=k+—‏ 
12 
.k = 0,1,2,...,11‏ 
بعد استبدال العقريين والحصول على توقيت صائب فيجب أن يكون: 
L == k yh‏ 
12 
.k = 0,1,2,...,11‏ 
بحذف L‏ من المعادلتين نحصل على: 


TAE 
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_ 1148 128“ 
143 


h 


من ذلك نجد أن عدد المرات هو 144 = 12 12K‏ . ولكن يجب مالاحظة أن 
بداية الدورة تقابل 0 = k = k’‏ ونهاية الدورة تقابل 11 = // = k‏ هما الساعة 
2 . ولذا فعدد المرات هو 143 . نقترح على القارئ عمل جدول لإيجاد 7 لجميع قيم 
k gk‏ ليرى أن القيمة الوحيدةالمكررة تحدث عندما يكون 0 = k‏ = م و 
.k =k =11‏ 


)2 ,¥\( 
يمكن تغطية )405 الشطرنج بعد 64 خطوة. لرؤية ذلكت» نقوم بتحريت 
الحصان على الرقعة حتى نصل إلى طريق مسدود. 


نفرض أن a,b, C..‏ هي المربعات التي لم يصل إليها الحصان. نقوم OYI‏ 
بإضافة هذه المريعات إلى الطريق. نوضح ذلك بمثال واحد» لذا نفرض أننا حصلنا 
على ا لشكل التالي: 


42 | 21 | 54 | 9 | 40 | 19 |52| 7 
55 | 10 | 20 | 20 | 53 | 8 | 39 | 18 
22 | 43 | 63 | 63 | 30 | 6 | 6 |51 
11 | 56 | 60 | 60 | 27 | 17 | 17 | 38 
32 | 23 | 25 | 25 | 58 | 50 | 50| 5 
45 | 12 | 28 | 28 | 61 | 37 | 37 | 16 
a | 33 | 47 | 4/7 | 14 | 4 | 4 | 49 

1 | 46 | 34 | 34 | 3 | 15 | 15 | 6 


لاحظ أنه تمت تغطية arom‏ المريعات ما عدا المريع 0 . كما أن a‏ يقود إلى 
57 وأن 63 يقود إلى 56 . ولذا إذا استبدلنا متتالية الخطوات بالمتتالية: 


1,...,56,63,...,57 


Ws 
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نستطيع إضافة © إلى نهاية الطريق. بعد alel‏ الترتيب نحصل على الرقعة: 


42 | 21 | 54] 9 ١402 19-1527 
55 | 10 | 41 | 20 | 53 | 8 | 39 | 18 
22 | 43 | 24 | 57 | 30 | 61 | 6 | 51 
11 | 56 | 31 | 60 | 27 | 58 | 17 | 38 
32 | 23 | 44 | 25 | 62 | 29 | 50 | 5 
45 | 12 | 63 | 28 | 59 | 26 | 37 | 16 
64 | 33 | 2 | 47 | 14 | 35 | 4 | 49 

1 | 46 | 13 | 34 | 3 | 48 | 15 | 36 


أحيانًا نحتاج إلى تبديل المتتالية عدد من المرات قبل التمكن من إضافة مربع 
جديد إلى الطريق. يمكن للقارئ أن يحاول إيجاد طريق للحصان بحيث ينتهي 
الحصان 2 المربع الذي بدأ منه. للمزيد من المعلومات على هذا الموضوع يمكن الرجوع 
إلى “Mathematical Recreations and Essays, by W.W.Rouse Ball”‏ . 


)10,8( 
عدد طرق الحصول على 50 سنتًا باستخدام الفثات: 1 سنت» 5 سنت» 10 
سنت» 25 سنت هو 49 طريقة. ولرؤية ذلك نفرض أن N,(k)‏ حيث 1,5,10,25 = i‏ 
هو auc‏ الطرق للحصول على K‏ سنتًا باستخدام فئات قيمها لا تزيد على 1. المطلوب هو 
إيجاد )50( ر . من الواضح أن 1 = N. (5k) = k +1 oig N (k)‏ . لحساب 
NV, (50)‏ نقسم المسألة إلى ثلاث حالات: 
° عدم استخدام فئة 25 سنتًا: 2 هذه الحالة نحصل على 50 سنتًا باستخدام 
الفثات 1 سنت و 5 سنت و 10 سنت فقط. أي أن عدد طرق هذه الحالة هو 
N,9(50)‏ . 
٠‏ استخدام قطعة واحدة فقط من فئة 25 سنتًا: 2 هذه الحالة نحصل على 25 
سنتًا ياستخدام الفكات 1 سنت و 5 سنت و 10 سنت فقط. أي أن عدد طرق 


هذه الحالة هو (0)25, N‏ . 


-EV - 
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© استخدام قطعتين من فئة 25 سنتًا: من الواضح أن هناك طريقة واحدة فقط 
للحصول على 50 ya). Ci‏ عدد طرق الحصول على 50 Ci‏ هو: 
N,, (50) = N (50) + N,,(25) +1‏ 1.9( 


GYI agai‏ بحساب (77,0)50 و )25( . لاحظ أنه للحصول على 50 سنتًا 
باستخدام فتات 1 سنت و 5 سنتات و 10 سنتات يمكن إنجازه بعدم استخدام 10 
سنتات أو استخدام قطعتين من فتة 10 سنتات وهكذا . إذن» 
N o(50) = N,(50) + .N,(40) + ... + N; +1‏ 
11+9+7+5+3+1= 


= 36 
No25) = N. (25) + N. (15) + N; (5) 
= 6+ 4+2 
= 12 
إذن:‎ 


. Na (50) = 36 +12 +1 = 49 


وبالأسلوب نفسه نستطيع حساب CY Nok)‏ عدد من الدولارات. على 
سبيل المثال: 

N,,(100) = N,,(100) + N,,(75) + N,,(50) + N,,(25) +1 

لاحظ أن الحدود الثلاثة الأخيرة سبق وأن وجدناهاء ولذا يكفي فقط إيجاد 
الحدين الأول والثاني ويمكن إنجازذلك بطريقة مشابهة. أيضاً يمكن إيجاد 
(125) ور[ وهكذا. من الممكن أيضاً إيجاد صيغة لحساب Nog (50K)‏ وهي: 


100k? + 1352 + 53k +6 


Nas (50k) = 6 
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ولكن الحسابات طويلة لذا لن نقدمها هنا. يعد أن حصلنا على هذه الصيغة 


يمكن الآن إثبات صوابها باستخدام الاستقراء الرياضي. نبرهن صوابها أولا عند 


:k=1 
N,q(50) = 100 + 135 +53 +6 _ 49 
6 
وهذا هو ما وجدناه سابقًا.‎ 
[استخدم‎ K +1 ونثبت صوايها عند‎ k صواب الصيغة عند‎ GYI نفرض‎ 
المساواة:‎ 


(50(k + 1)) = N o(50(k + 1)) + ,لل‎ (50k + 25) + Ny, (50k) 


لإثبات خطوة الاستقراء]. 


(۷,4) 


ave 


الجدول التالي سيساعدنا على إيجاد الحل: 


72 =1x1x72 131132 = 4 
12 -ح‎ 1 «26 1+2 + 36 = 39 
72 =1x3x24 1+3 +24 = 28 
72 - 1 «4> 8 1+4+18 = 3 
7/2 - 1 6 ×12 1+6 +12 =19 
72=1x8x9 1+8+9=18 
72 =2x2x18 2 +2 +18 = 2 
72 - 23 2 2+3 +12 =17 
72 = 2x4 x<9 2+4+9 =5 
7/2 = 2*6 6 2+6 +6 - 14 
72 = 38 3+3 +8 =14 
72 = 8x4 x<6 3+4+6 =13 


Nə; 
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يعلم سامي أن حاصل ضرب أعمار الأولاد هو 72 ويعلم Éi‏ أن حاصل جمع 
أعمارهم» لكننا لا نعلم ذلك. نعلم أيضًا استحالة حل هذه المسألة من المعلومات 
السابقة. 2 الجدول السابق كتبنا جميع طرق تحليل 72 إلى حاصل ضرب ثلاثة 
أعداد. 

وجدنا أيضًا مجموع هذه الأعداد. الآن» العدد 14 هو الوحيد الذي ظهر 
كمجموع مرتين. إذا كان رقم المنزل عددًا غير العدد 14 فيكون بإمكان سامي تحديد 
Loci‏ الأولاد. إذن» رقم المنزل هو 14 . لذا فأعمار الأولاد هي 2,6,6 أو 3,3,8 . لكن 
الأب ذكر أيضنا أنه يأمل أن يلعب ولده البكر مع فريق 7.5.0 لكرة القدم. ومن ذلك 


نستنتج أن ولده البكر ليس توأمًا. ويهذا يكون أعمار الأولاد هي 3,3,8 . 


(14,4) 

الحل مشايه لحل المسألة السابقة. 
)0,4( 

alts ۱"‏ مع تمامًا". 
)۷,4( 


لاحظ أولاً أن 101× 53 × 3 × 2 = 32118 . من العبارة ALIEN‏ تعلم أن 
C > 2‏ .ويما أن 100 > C > A‏ فإن الخيار الوحيد لقيمة A‏ هو 53 = A‏ . ولكن 


يوجد عدة خيارات لقيم € و £ وهي: 


C=2 , €=303 
C=3 , €=202 
C=6 , €=101 


(v4, £) 


من عقرب الساعات Le gil‏ لن يلتقيان مرة أخرى إلا بعد أن يكمل عقرب الدقائق دورة 


-EW - 


أساليب حل المسائل 


كاملة. الآن» يشير عقرب الساعات إلى 1. بعد ذلك يستمرا بالتحرك بحيث يكون 
عقرب الدقائق متأخرًا عن عقرب الساعات وبعد وقت قصير (قبل أن يكمل عقرب 
الدقائق دورته الثانية) سيتطابقان. 2 هذه اللحظة يكون عقرب الدقائق قد أكحمل 
دورة وجزء من الدورة وليكن A‏ . ومن ناحية أخرى يكون عقرب الساعات قد تحرك 
فقط الجزء A‏ من الدورة. يما أن عقرب الدقائق أسرع من عقرب الساعات ب 12 مرة 
+A = 12۸‏ 1 

0 yy 

آی آن - A=‏ من الدورة. 

11 * 

ويما أن عقرب الدقائق يحتاج إلى ساعة لإكمال دورة فإنهما يتطابقان بعد 


د 00 ويه 
| ساعة و س دقيقة. 
11 


)£,¥1( 
CRUDE = C x 10000 + RUDE‏ 
لذا باختصار RUDE‏ من 2b‏ المعادلة نحصل على: 
NUDE + NOT + NOR = C x10000‏ 
ولكن الطرف الأيسر من هذه المعادلة أصغر من 1200 . إذن» 1 = C‏ 
ونحصل على: 
NUDE + NOT + NOR = 10000‏ 
إذا كان 7 > N‏ فإن 
NUDE + NOT + NOR < 800 + 800 + 0‏ 


= 9600 
< 10000 


- £1 - 
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إذن» 8 > N‏ ولكن 9 = N‏ كبير لأن: 
NUDE + NOT + NOR > 9000 + 900 + 0‏ 
10800 = 
10000 > 


ويهذا يكون 8 = N‏ 

من ذلك نحصل على عدد من الحلول من بينها: 
;10000 = 826 + 824 + 8350 
;10000 = 876 + 873 + 8251 
.10000 = 897 + 890 + 8213 


(v¥, 8)‏ 
ے كل ساعة يكون القاريان 29 = 17+ 12 هیلا اقرب لذا £ كل دقيقة 


K: 29‏ 
يكون القاريان 77 ميلا أقرب. ولهذا يكون بعدهما عن بعض قبل دقيقة من تصادهما 


نفرض لغرض السهولة أن لدينا لتر ماء ولتر من المحلول الحمضي. ولنفرض 
أيضا أن الوعاء A‏ يحتوي الماء وأن الوعاء B‏ يحتوي المحلول الحمضي. بعد عملية 
نقل السائلين بين الوعائيين A‏ و 8 تكون كمية السائل ‏ كل منهما تساوي لتر . 
لنفرض أن 7 هي كمية الماء 4 الوعاء B‏ عندئن» كمية المحلول الحمضي 2 
الوعاء B‏ هي 7 --1. بماأنالوعاء B‏ كان 2 الأصل يحتوي على 1 لتر من 
المحلول الحمضي فإن الوعاء A‏ يحتوي على =r‏ (7--1) -1 من المحلول 
الحمضي. لذا فإن كمية المحلول الحمضي 2 الوعاءين متساوية وتساوي كل 
منهما r‏ 


- £19 - 
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إفقية 

*لنفرض أن P‏ هو التقرير "التقرير المكتوب على الجهة الأخرى من هذه 
الصفحة هو تقرير "bL‏ 

التقرير 7 تناقض gi)‏ أنه صائب وخاطن معاا). إذا كان P‏ صائبًا فإن 
التقرير المكتوب على الجهة الأخرى من الورقة (وهو (Least P‏ تقرير خاطئ. أما إذا 
كان P‏ خاطتًا Ola‏ التقرير المكتوب على الجهة الأخرى من الورقة (وهو (Lisi P‏ 
تقرير صائب. إذن» P‏ تناقض. 
(59,5) 

افتراض أن العلماء كانوا صادقين سابقًا وصادقين الآن هو افتراض bL‏ 
لذا يمكن استنتاج صواب أي شيء من فرضية خاطئة. 
(21.5) 

لون الرقعة على النحو التالي: 


إذا استطاع الحصان الوصول إلى جميع مربعات الرقعة مرة واحدة فقط 
والرجوع إلى المربع الذي انطلق منه فإنه يستطيع إنجاز ذلك مهما كان المربع الذي 
انطلق منه. 

لنفرض أن المريع الذي انطلق منه الحصان هو مربع الركن الأيسر السفلي. 


هذا المريع لونه أبيض. يستطيع الحصان الوصول إلى مريعين فقط من هذا المكان» لذا 


١‏ المترجمان: الحل الموجود 4 النسخة الإنجليزية هو حل لمسألة مختلفة. ولذا فإن هذا الحل 


مقدم من قبل المترجمين. 


لابلاع د 
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لكي يكمل رحلته ويعود إلى المربع الذي انطلق منه فيجب أن يستخدم أحد هذين 
Lessig. coast‏ نحتاج للمربع الآخر للانطلاق. لاحظ أن لون هذين المربعين هو 
الأبيضء؛ لذا فالحركة الأولى والحركة الأخيرة للحصان يجب أن يكونا إلى مريع 
أبيض ومن مريع أبيض. أيضاء يحتاج الحصان إلى زيارة جميع المربعات ذوات اللون 
الأسود مرة واحدة فقط. ومع ملاحظة أنه يمكن للحصان الانتقال من مريع أبيض 
إلى مربع أسود أو العكس هو فقط من صفي الوسط. لأنه عدا ذلك لا يمكن أن يغير 
الحصان لوني المربعين. وبما أن الحركة الأولى والحركة الأخيرة من مربع أبيض فإن 
المربع الأول والمريع الأخير الذي سيتحرك عليهما الحصان يجب أن يكونا من صفي 
الوسط. 

عدد المربعات ذوات اللون الأسود ب2 الصفين العلوي والسفلي هو 2.8 كل 
مرة يكون الحصان على أحد هذه المربعات فإنه يجب أن ينتقل إلى مريع أسود من 
صفي الوسط. لذا لكي يتمكن الحصان من زيارة جميع المربعات ذوات اللون الأسود 2 
الصفين العلوي والسفلي نحتاج إلى 9 مريعات من اللون الأسود 2 صفي الوسط: 
مريع للانطلاق ومربع بعد كل زيارة لمريع من المربعات الثمانية 2 الصفين العلوي 
والسفلي. ولكن عدد المربعات ذوات اللون الأسود 2 صفي الوسط هو 8 . إذن؛ إجابة 
عن هذا السؤال هي :"لا يمكن إنجاز مثل هذه الرحلة". 

لاحظ أنه من الممكن زيارة جميع المريعات مرة واحدة فقط ونترك برهان 
ذلك للقارئ مع الانتباه إلى أن موقع مربع البداية 2 هذه الحالة مهما . 
(t,4)‏ 

السؤال الذي يمكن طرحه على السيدة "هل أنت سيدة ؟". إذا كانت إجايتها 
بتحريك رأسها إلى اليمين واليسار فإنها تكون إحدى أفراد القبيلة. آما أي حركة 


- الاع - 
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)21,5( 

نحتاج إلى بعض الترميزات لحل هذه المسألة. لنفرض أن اللاعبين هم B.A‏ 
vig DiC‏ (احتمال حصول X‏ على مجموعة ياربورو)2 = P(X)‏ و(احتمال 
حصول كل من X‏ و Y‏ على مجموعة یاریورو P(X, Y) = ٣)‏ . 

نفرض أيضا أن P‏ هو احتمال حصول لاعب واحد على الأقل مجموعة 
ياريورو. من الممكن الاستنتاج أن: 

P = P(A) + P(B) + P(C) + P(D) 
لكن هذه الصيغة ليست صحيحة وتحتاج إلى بعض التعديلات. لاحظ أننا حسبنا‎ 
والأخرى عند حساب‎ P(A) الطرف الأيمن مرتين» مرة عند حساب‎ 2 P(A, B) 
وهذا صحيح أيضا للبقية. لذا فلتصحيح الصيغة أعلاه فيجب أن نطرح‎ . P(B) 
مرة واحدة. لذا نحصل على الصيغة:‎ P(X, Y) جميع التركيبات‎ 
P = P(A) + P(B) + P(C) + P(D) = P(A,B) —---— P(C,D) 
على‎ Lae وهذه هي الصيغة الصحيحة لأنه لا يمكن أن يحصل أكثر من لاعبين‎ 
SAGAN مصاوية وجبيع التركبياة‎ P(X) سطيع‎ of متحموة بارمويو اجك ايض‎ 
. P = 4P(A) —6P(A,B) «ys متساوية.‎ P(X,Y) 
عدد طرق الحصول على مجموعة ياربورو هو:‎ OY 
0 
13 


وعدد الحصول على مجموعة مكونة من 13 ورقة من مجموعة ورق اللعب 
الكلية هو: 
0 
13 
إذن: 


- VY - 
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0 


إذا حصل A‏ على مجموعة ياربورو فإنه يوجد: 


ا 


23 
13 
مجموعة ياريورو من: 

39 
13 

36 1| 23 

13 || 13 

P(A,B) = 


ومن ذلك نجد أن 


0.0145528 & يهر 
39 \ 52 52 
13 || 13 13 
)2,8( 


سنجيب بداية عن السؤال الأخير. لكي تكسب 40 99 1% فأكثر يجب أن 
تكون الخانات الثلاث الأولى أو الخانات الثلاث الأخيرة على الأقل هي الخانات الثلاث 
الأولى أو الأخيرة من العدد 987654 . عدد الأعداد التي على الصورة 654× × × هو 
0 وعدد الأعداد التي على الصورة × × × 987 هو أيضًا 1000 Les.‏ أنه تم حساب 


- لابلاع - 
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العدد 987054 مرتين وهو العدد الوحيد الذي تم حسايه مرتين فإن عدد الأعداد 
التي تكون على إحدى الصورتين هو: 
1999 = 1 - 1000 + 1000 
إذن» فرصة أن يكون العدد الرابح هو أحد هذه الأعداد هي: 1999 إلى 900000 . 
وبالأسلوب نفسه يمكن حساب فرصة ريح 200 دولار أ وأكثر؛ 2000 دولارأو 
أكثر وهكذا. هذه الفرص هي: 
فرصة ربح 50000 دولار فأكثر هي 1 إلى 900000 . 
فرصة ريح 2000 دولار فأكثر هي 19 إلى 900000 . 
فرصة ريح 200 دولارفأكثرهي 199 إلى 900000 . 
فرصة ربح 40 دولار فأكثر هي 1999 إلى 900000 . 
يمكن Lari‏ حساب فرص ربح جائزة واحدة فقط. فمثلا: لحساب فرصة ريح 
0 دولار بالضبط يجب أن نستثني فرص ريح 200 دولار فأكثر. أي 
1800 = 199 — 1999 إلى 900000 هي فرص ربح 40 دولاربالضبط. وبالمثل 
نحصل على بقية بيانات الجدول التالي: 
فرصة ربح 50000 دولارهي 1 إلى 900000 . 
فرصة ريح 2000 دولارهي 18 إلى 900000 . 
فرصة ريح 200 دولارهي 180 إلى 900000 . 
فرصة ربح 40 دولارهي 1800 إلى 900000 . 
بمقارنة الصفين الأول والثاني من الجدول السابق نجد أن فرص الربح 2 
الصف الثاني أفضل 18 مرة عنها 2 الصف الأول ولكن ما يدفع هو أقل 25 مرة 
وليس 18 مرة لو كان الدفع عادلاً. الدفع 2 الصفين الثاني والثالث عادل. لاحظ 


أيضا أن جميع الدفعات غير عادلة مقارنة بفرص الربح. 


- VE - 


المعصل الخامس 


الرياضيات المسليت 
Recreational Math‏ 


)1,0( 
مجموع مربعات الأعداد من 1 إلى 27 هو 2310 ×3 = 6930 . لذا فإن 
مجموع كل من المجموعات الجزئية المطلوب هو 2310 . أحد الحلول الذي حصلنا 

عليه باستخدام الحاسب الآلي هو: 
8 + 72 + 62س 52 + 4 + 3 + 2 + ?1 = 2310 
237+ 192 + ?18+ ?15+ ?14+ ?13+ 112 + ?10+ ?9+ 
267 + 252 + 242 + 172 + 122 = 2310 
2 + ?22 + 212 + 202 + 162 = 2310 

)۴,۵( 
إحدى الإستراتيجيات الممكنة هي حمل أكبر عدد من الجالونات على خمس 
مراحل بحيث يقطع 2 كل مرحلة 100 ميل. لاحظ أن الجيب يستطيع تنفين 
المرحلة الأولى والعودة إلى نقطة الانطلاق من دون الحاجة إلى تعبئة خزان الوقود. 
إذن» لكل مرحلة يحتاج الجيب إلى 4 عبوات من الوقود لكي يوصل 3 عبوات (العبوة 
الرابعة يستخدمها لخزان الوقود). يتم نقل كمية الوقود إلى المرحلة الأولى. لاحظ 
أن خزان الوقود يحتوي على نصف سعته من الوقود عند هذه النقطة. املا خزان 
الوقود (إحدى العبوات ستحتوي على 5 جالونات من الوقود). كرر ذلك للمراحل 2 
3 14 5 . يمكن حساب عدد جالونات الوقود التي نحتاجها Jas‏ 100 جالون 2 
المرحلة الأخيرة: بداية نحتاج إلى 430 جالونًا (بافتراض أن خزان الوقود فارغ 2 


البدايةء أما إذا كان معبتًا فإننا نحتاج إلى 420 جالوتًا)» 320 بعد المرحلة coh gl‏ 


- ملاع - 
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5 بعد المرحلة التانيةء 180 بعد المرحلة التالتة» 135 بعد المرحلة الرايعة» 100 


بعد المرحلة الخامسة. 


) 4.0( 
الإجابة هي "نعم": أنشئ أي مريع سحري من النوع 3 × 3 . أضرب كل عدد 
من أعداده بالعدد 2 واطرح 1 من الناتج. المريع الذي نحصل عليه سحري أعداده هي 


أول 9 أعداد فردية. 


)1.0( 
الإجابة هي "نعم": لنفرض أن 9 + 0,... ,2 + 1,0 + 0 أعداد صحيحة 
متتالية. خذ أي مربع سحري من النوع 3 ×3 ثم أضف a‏ إلى كل من أعداده. 

عندئن» نحصل على مريع سحري أعداده هي المتتالية 9+ 0,... ,2+ 14+ 0 . 


( 1۳,۵( 
ضع 4 حبات لؤلؤ ل كل كفة. إحدى الكفات الثلاث ستكون أثقل أو أخف 
من الكفتين الأخريين. لذا فهي تحتوي على حبة اللؤلؤ المختلفة. الآن» قم بمقارنة 
ثلاث حبات من حبات هذه الكفة وآبقي الحبة الرابعة بك يدك. إذا اختلفت إحدى 
الكفات الثلاث فإذها تحتوي الحبة المختلفة» أما إذا تساوت الكفات الثلاث فتكون 

الحبة المختلفة هي التي 2 يدك. 

نفرض الآن أن عدد حبات اللؤلؤٌ هو 2.15 هذه الحالة أيضا ضع 4 حبات 
2 كل كفة. إذا تساوت الثلاث كفات فالحبة المختلفة هي من بين الثلاث حبات 
الباقية التي يمكن مقارنتها بوضع حبة واحدة 2 كل كفة لمعرفة المختلفة منها. أما 
إذا اختلفت الكفات الثلاث فأعد خطوات الحل عندما يكون عدد الحبات هو 12. 


- الاع - 
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(10.0 ) 


ao oc سح‎ 8 


b 
هما المريعان اللاتينيان الوحيدان من النوع 2 × 2 . عدد المريعات اللاتينية المختلة من‎ 
النوع 33 هو 12 وهي جميع المربعات التي نحصل عليها من تبديلات المجموعة‎ 
.4 b C لنفرض (دون المساس بالعمومية) أن الصف الأول من المريع هو‎ . {a,b,c} 
JLS الصف الثاني. بعد تحديد موقع 0 يوجد‎ a عندئذ» يوجد خياران لموقع‎ 
واحد فقط لموقعي 7 و 6 . لذا نحصل على المربعين:‎ 
a b c a b c 
b c a و‎ cab 
© a b b C a 
أن عدد التبديلات هو 6 فإن عدد‎ Leag من ذلك يوجد مربعان فقط لكل تبديل.‎ 
.12 المريعات هو‎ 
يمكن إيجاد حد أعلى لعدد المربعات اللاتينية من النوع 8 ×8 كالتالي: عدد‎ 
ترتيبات الصف الأول هو !8 (عدد تبديلات 8 عناصر). لكل من هذه التبديلات يوجد‎ 
ترتيبات د الأول (تبديلات 7 عناصر لأنه تم تحديد العنصر 2 الصف‎ 7! 
العلوي الأيسر). بعد ذلك عدد ترتيبات الصف الثاني هو !7 . ومن ثم عدد ترتيبات‎ 
العمود الثاني هو !6 وهكذا. ولذا فإن الحد الأعلى لعدد المريعات اللاتينية من النوع‎ 
هو:‎ 8X8 
8!7!7!6!6!5!5!4!4!3!3!2!2! = 63415300800997490688 x 10’ 
هذا الحد ليس دقيقاء 2 الحقيقة عدد المربعات اللاتينية من النوع 8 ×8 أصغرمن‎ 


ذلك بكثير وهو العدد 108776032459082956800 ولكن برهان ذلك صعب جد . 
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يمكن إيجاد حد أدنى على النحو التالي: 

لنفرض أن a,b,c, 0, ©, f, g, h‏ هي عناصر صف من الصفوف. عدد ترتيبات 
الصف الأول هو !8 (تبديلات 8 عناصر). سنجد الآن عدد ترتيبات الصف الثاني لكل 
ترتيب من ترتيبات الصف الأول. عدد طرق وضع 0 2 الصف الثاني هو 7 (جميع 
المواقع ما عدا » ب2 الصف الأول)ء لكل موقع من مواقع 0 يوجد 6 مواقع على الأقل 
لوضع 7 (جميع المواقع باستثناء موقع a‏ وموقع b‏ 2# الصف الأول). لاحظ أنه إذا 
كان موقع 0 4# الصف الثاني هو موقع b‏ 2# العمود الأول فإنه توجد 7 خيارات 
لوضع b‏ الصف الثاني. لذا فإن 6 هو حد أدنى. بعد ذلك يوجد 5 طرق على 
الأقل لوضع © 2 الصف الثاني وهكذا. ومن ذلك نرى أنه لكل ترتيب من ترتيبات 
الصف الأول يوجد !7 طريقة لترتيب عناصر الصف الثاني. وبصورة مشابهة نجد 
للصفوف من 3 إلى 8 أن عدد ترتيبات الصف الثالث هو !6 على الأقل وعدد ترتيبات 
الصف الرابع هو !5 على الأقل وهكذا. إذن» عدد الترتيبات الكلية (عدد المربعات 
اللاتينية من النوع 8 × 8 ) هو على الأقل: 

8!7!6!5!4!3!2! = 5056584744960000 

للاطلاع على المزيد من المربعات اللاتينية انظر :11 BAL, p.189‏ 
( ۷,۵( 

JS ta‏ لقال وات دورة سكانية مالم يكون عدد السكان غير منته وهذا 


مستحيل: 
إذا وجد مريع واحد أو مريعان فقط OLS‏ الأفراد سيموتون. إذا وجد تلاتة مريعات 
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فأكثر فمن السهل أن نرى أنه 2 حالة وجود ثلاثة جيران للفرد ستحصل ولادة 
جديدة. ولذا لكي نحصل على شكل ثابت (لا يتغير) فإنه يجب أن يكون عدد جيران 
الفرد الواحد 2 على الأكثر. ولكن الشكل التالي ينتج عنه ولادات جديدة: 


UE 


لذا فإن الخيار الوحيد هو أن يكون ترتيب المربعات قطريا: 


وهذا لن يحصل إلا إذا كان عدد السكان غير منته). 


الشكل التالي يؤدي إلى وفاة مباشرة: 
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يوجد بعض الأشكال التي تنمو بلا حدود. أحد هذه الأشكال اكتشفه 


جوسبر (Gosper)‏ عام 1970 ويدعى "Glider Gun"‏ وهو: 


ا ل سس 
- 


| i 8010 0 f i1] 


يمكن للقارئ التحقق من الحصول على طلقة جديدة من البندقية كل 30 
جيل (أعلى الشكل) باتجاه الجنوب الشرقي. المزيد من ألعاب الحياة وألعاب أخرى 
نجدها L‏ كتاب: 

Winning Ways, by Elwyn R. Berlekamp, John H. Conway and Richard K. Guy 
(14,0 ) 
أنقل الماعز إلى الضفة الأخرى ثم ارجع وأنقل الثعلب إلى الضفة الأخرى‎ 
وأرجع الماعز إلى الضفة الأولى. الآن» أنقل الملفوف إلى الضفة الأخرى واتركها مع‎ 
الثعلب. وأخيراء عد إلى الضفة الأولى وأنقل الماعز إلى الضفة الأخرى وتكون قد‎ 
أنجزت المهمة.‎ 


E 
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GARD) 
أكبر عدد هو وضع 16 ملكا: لاحظ أن أكبر عدد من الملوك التي يمكن‎ 
وضعها بے أي صف هو 4 . إذا وضعنا 4 ملوك 2 صف فإن الصف المجاور يجب أن‎ 
2 يكون فارغئًا وإذا وضعنا 3 ملوك 2 صف فإننا نستطيع وضع ملك واحد فقط‎ 


الصف المجاور. إذن» العدد الأكبر هو 16 والشكل التالي مثال على ذلك: 


(۳,۵ ) 

لاحظ أن جميع الرؤوس واقعة على عدد زوجي من الأضلاع عدا رأسي SEN‏ 
حيث عدد الأضلاع الواقعة على كل Logia‏ يساوي 5 . لذا يجب أن نبدأ من أحد هذين 
الرأسين وننتهي بالآخر. الشكل التالي يبين إحدى الطرق لإنجازذلك حيث أرقمنا 
المتتالية. 


-امع- 
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(0,0 ) 

الخطوة الأولى: املا الوعاء الذي سعته 5 أونصات والوعاء الذي سعته 11 
أونصة. عندئن؛ يبقي 8 = )11+ 5( — 24 أونصات 2 الوعاء الأصلي. 

الخطوة الثانية: أفرغ السائل من الوعاء الذي سعته 5 أونصات إلى الوعاء الذي 
سعته 13 أونصة. أكمل تعبئة الوعاء الذي سعته 13 من سائل الوعاء الذي سعته 11. 
عندئن» يبقى 3 = )5 — 13( - 11 أونصة 2 الوعاء الذي سعته 11 أونصة. 
الخطوة الثالثة: Shel‏ الوعاء الذي سعته 5 أونصات من الوعاء الذي سعته 13 أونصة 
ثم أفرغ الوعاء الذي سعته 5 أونصات 2 الوعاء الذي سعته 11 أونصة. الآن» لدينا 8 
أونصات 2 الوعاء الأصلي و 8 أونصات 2 الوعاء الذي سعته 11 أونصة و 8 أونصات 


2 الوعاء الذي سعته 13 أونصة. 


) ۲0,۵( 
لنفرض أن ayj‏ حيث ۸ > 1 > 1 و "> 7 > 1 هي عناصر المصفوفة Vig‏ 
7 هو حاصل ضرب أعداد الصف 7 Cig‏ هو حاصل ضرب أعداد العمود © .آي أن: 
Ajj Ajo +++ 0‏ = 1 
Cj = Gy joj +++ Ay‏ 
cde‏ تحد آن؛ 
GC ttt 17‏ 
٠٠١ Apa ) (t9099 ٠٠ Apg) (Gy om *** Apm)‏ %1102( = 


(1112 +++ lm ) (021222 ٠٠: Aom) (p12 *** em) 


من ذلك نرى أنه لكي يكون 1- = ره = :7 لكل 1 و j‏ فإن k +m‏ يجب أن يكون 


عددًا Lane)‏ لذا لا توجد مصفوفات تحقق الشرط عندما يكون ۳ + k‏ عددًا فرديًا. 
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لنفرض إذنء أن ۳ + k‏ زوجي. لاحظ أولا أن عدد خيارات كل من الصفوف هو "2 


(يوجد خياران لكل عنصر وعدد proliall‏ هو 77). كم عدد هذه الخيارات التي يكون 


فيها 1- = r,‏ والإجابة هي "نصف هده الخيارات" JSS)‏ تركيبة أعداد حيث 
r, = 1‏ يوجد تركيبة أخرى بحيث يكون 1- r=‏ وذلڪ بضرب كل من أعداد 


التركيبة الأولى بالعدد 1-. إذن» يوجد تقابل بين التركيبات التي تجعل 1 = :7 
والتركيبات التي تجعل 1- = )7( وبهذا فإن عدد الخيارات التي يكون فيها 1 = :7 
هوا 2 = س . الآن؛ نقوم بكتابة عناص ر أول 6-1 من الصفوف عشوائيًا 
لنحصل على عدد من الطرق يساوي 1 )1 ”2) . عندئن؛ يوجد خيارواحد فقط 
لعناصر الصف الأخير لأننا نريد 1- = رح لكل 7 . لذا يكون لدينا 1- = ره لكل 
0 2 7 و 1- = r‏ لكل 1- 1,2,...,8 = 1 . يبقى علينا التحقق من أن 
1— = ,7. لكن من الصيغة التي حصلنا عليها سابقًا وملاحظة أن 1- "+ ۾ 

فردي عندما يكراك<7 + ۸ زوجیا dad‏ آن: 

Loon r, = C1, 

= r, 

= 
إذن» 1— = n,‏ وبالتالي يكون عدد المصفوفات من الشكل ۳ kX‏ التي تحقق 
الشروط المطلوب هو ")2۳7 عندما يكون "+ 7 زوجيئًا و0 عندما يكون 


k +m‏ فرديًا. 
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المعصل السادس 
E‏ يبيل 


Algebra and Analysis 


)1- (0-0-0-4 
= 1] ل مح قد ن-‎ + ab + ac + ad + bc + bd د‎ cd 
abc — abd — acd — bcd + abcd 
=1-—a-—b-—c—d+ab(l—c)+ bc(1 — d) 
+cd(1 — a) + ad(1 — b) + ac + bd + abcd 
اسان د وکو کلخ‎ 


ويما ان 1< ,طا فان 


ab(1 — c) + bc(1 - d) + cd(1 — a) + ad(1 — b) + ac + bd + abcd > 0 


)1( 
موي لي on‏ 
7 3 2 
تعريف k‏ نجد أن: 
2F < n < +1‏ 
الآن» جميع الأعداد 2,...,7 + 1,2 + 2,2 لا تقبل القسمة على 2 (إذا 


كان أحدها يقبل القسمة على 2 فإنه يجب أن يكون على الصورة 27 ×] حيث 
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2 > 1. عندئن: نجد أن 7 > 27 2% وهذا يناقض اختيار ۸). إذن» يوجد مقام واحد 


فقط من مقامات الطرف الأيمن للعدد: 


يقبل القسمة على 2# . لنفرض أن D‏ هوالمضاعف المشترك الأصغر للأعداد 
0 ادا لآن: يقبل D‏ القسمة على 27 ولكنه لا يقبل القسمة على 211 . ومن 


ذلك نجد أن: 
1 1 1 
= +... + 2ل 1+2 ع M‏ 
n‏ 3 2 
D/2 +--+ D/n‏ + ... ل D+ D/2 + D/3‏ 
Dg‏ 


YI‏ كل حد من حدود البسط هو عدد زوجي ما عدا الحد 2 / 1 فهو 
عدد فردي. ويهذا فإن البسط يجب أن يكون عددا قرديا (مجموع أعداد زوجية وعدد 
فردي). ولكن المقام عدد زوجي (لأن D‏ يقبل القسمة على 2 ). وبما أن خارج قسمة 
عدد فردي على عدد زوجي لا يمكن أن يكون عددًا صحيحا فإننا نجد أن M‏ لا يمكن 
أن يكون عددًا صحيحا. 


)0,1( 
باستخدام مبرهنة Old‏ الحدين نحصل على: 
1102-1 


= (10 41)? -1 
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10 10 10 10 
x 100 + x10 +1}-1‏ = بق 107 + 1012 = 
9 8 0 
}10 }10 )10 
|x 100 + 10 0‏ 4...4 10° + 1010 = 
| 8 1 0 
fot 10)‏ ون }10 
1+ +--+ 10° + 108 100 = 
| 8 0 
)۷.1( 
باستخدام آلة حاسبة نجد أن 
50 50 400 
f0] >, _ (20‏ 2{ 
101 101 101 
ويما أن: 
N 50‏ 
95 )99 
101 101 
وأن: 
50 / / 
100 100 
سك را 50 > «N‏ 
ء || so‏ = 


N N N 
Hii) Uist) <" Ei 
. 99" + 1007 > 1017 وبالضرب 2 العدد 1017 نحصل على‎ 
-N > 1000 وعلى وجه الخصوص,! المتباينة صائبة لكل‎ 
(4.1) 
يمكن عدها على النحو التالي:‎ 
عدد 1 لکل 10 أعداد ے مراتب الآحاد‎ 


- لامع - 
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10 أعداد لکل 100 عدد 2 مراتب العشرات 


10° عدد نكل "10 عدد 2 مراتب المليون. 
إذن» العدد الكلي هو: 
x10"‏ 7 = 107 + ...+ 101+ ?10 
)1.4( 


1 
لاحظ أن In(n)‏ هو مساحة المنطقة المحدودة ببيان الدالة - = yY‏ من 
x‏ 


 - 1‏ إلى «7 = 2 . عندئن؛ يكون المجموع 


هو مساحة المستطيلات المبينة 4 الشكل: 


ae 


يمكن تقريب المجموع 
t I 1‏ 
[n(n‏ - = ب ...ب 2 بس 2 +1 
n (n)‏ 3 2 
2 الشكل الموضح. هذه المنطقة هي تقريبًا مثلث. 


مساحة المثلث ۸ (أي المثلث أعلى المستطيل ذو الارتفاع بك )هي: 
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yt 1‏ 
21k k+1‏ 
وبالجمع من 1 إلى 7 نحصل على مجموع متناوب يساوي : 
tj‏ 
n+1‏ 2 
إذن» قيمة المجموع: 
اومرح اسيم fees‏ 
n‏ 3 2 


1]. 1 1 1 

i-li 

يمكن تقريب مجموع مساحات المناطق بين كل من المستطيلات والمنحنى 

هندسيًا بإزاحة جميع هذه المناطق أفقياً إلى المريع الأول (أي المريع الذي أحد رؤوسه 

.1 عندئنء تكون المناطق منفصلة ومحتواه 2 مريع مساحته تساوي‎ .) QO 
.1 وبهذاء يكون مجموع مساحات هذه المناطق أصغر من‎ 

)۳.1( 
لنفرض أن ,5 هو المجموع الجزئي من 1 إلى 7 للمتسلسلة التوافقية. 
عتدكن: اسكنادا إلى التمرين )١١(‏ نجد أن n(n)‏ 27 ,5 . لاحظ أن مجموع أعداد ,5 


التي تحتوي مقاماتها على العدد 7 هي تقريبًا لإا بحن S,‏ مطروحًا منه 


مجموع هذه الأعداد يساوي تقريبًا: 


= In 4 |= n10 < œ 
n/10 


ونترك التفاصيل للقارئ. 
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)10,4( 
لاح ظ أن (1- م)(1+ (p‏ = 1- ”م Ley.‏ أن p‏ عدد أولي فإنه لا يقبل 
القسمة على 3 . إذن» 1 + م أو 7-1 يقبل القسمة على 3 . وبهذا فإن 
(p + 1)(p -1(‏ يقبل القسمة على 3. أيضاء لا يقبل p‏ القسمة على 2 . إذن» كل 
من 1+ م و 72-1 يقبل القسمة على 2 .أي أن (1- م)(1 + (p‏ يقبل القسمة 

على 4 . إذن» 12 يقسم 1 — ”م . أي أن باقي قسمة ”م على العدد 12 يساوي 1. 

(۷.1) 

“الإجابةهي 8:إحدىالطرق لإثبات ذلك هو كتابة 


x8‏ *)24 + 1000( = 2 ومن ثم إيجاد هذا العدد. 


(14,1 ) 
يمكن حل هذه المسألة على النحو التالي:‎ 
S, = a Har tar + Far" 
rS, = ar + ar? +... + ar! + ar"! 
بطرح المعاداتين نحصل على‎ 
S07) Sadar) 


إذن» 


المترجمان: طريقة أخرى لإيجاد مرتبة آحاد العدد هي ملاحظة أن مراتب آحاد: 
D192 PE 98 I‏ 
هي: . . . ,8 ,4 ,6,2 ,8 ,4 ,2 
أي أن هذه المراتب دورية طول دورتها 4 . إذن» مرتبة آحاد “2 هي مرتبة آحاد 24 وهي 6. لذا فإن 
مرتبة آحاد 2 هي حاصل ضرب مرتبة آحاد “2 ومرتبة آحاد ?2 gi.‏ مرتبة آحاد 48 = 8 ×6 


وهي 8 . 
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)1.1( 
مساحة الكرة التي نصف قطرها 7 هي Arr”‏ وحجمها هو ar!‏ إذن: 
3 


Arr = ae 
3 


من ذلك نجد أن 3 = Gig r‏ مساحتها (حجمها) هو 367 . 


اللضقة 
30 1 30 
لاحظ أن 105 = owl. d = 219 oig fo‏ 
10° = 1000 > 1028 — 210 
1 1 
إذن» 23 p5 Í‏ من 1010 . 
)۲0,1( 


بضرب طر2 المعادلة بالعدد 2 نجد أن: 
2a” + 2b? + 2c? + 202 - 2ab - 2be — 2cd — 2da‏ = 0 
(a? — 2ab + b?) + (b? — 2be + c*) + (¢ — 2cd + d?)‏ = 
+(d? — 2da + a”)‏ 
(c — d? +(d - 7‏ + 2م - (a—b)? + (b‏ = 

إذن. كل من حدود المساواة الأخيرة يساوي حبرا من ذلك نجد أن 
20> لحان حت زات ون 
اللكنة 

لنفرض أن 7 عدد صحيح موجب وأن © و b‏ هما خانتا آحاد وعشرات 7. 
n = 1007 + 100 +b critic‏ حيث T‏ عدد صحيح. من ذلك نجد أن 


n? عدد صحيح. إذن» خانتا آحاد وعشرات‎ L حيث‎ n = 100L + 2ab x 10 + b? 
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هما خانتا آحاد وعشرات 52 + 10 x‏ 200 . الآن؛ بفرض أن جميع خانات n?‏ هي 1 
فإن خانتي آحاد وعشرات “6 + 10 2ab‏ تساوي ڪل منهما 1. من ذلك نجد أن 
.b=9 1-1‏ 

إذا كان 1 = b‏ فإن خانة العشرات يجب أن تكون خانة آحاد 20 وهي خانة 
زوجية لا يمكن أن تساوي 1. 

إذا كان 9 = b‏ فإن خانة العشرات هي خانة آحاد 8 + 20 (حصلنا على 
العدد 8 من ضرب 9 × 9)» وهذه أيضًا خانة زوجية ولا يمكن أن تكون 1. من ذلكت 
نخلص إلى عدم وجود مريع جميع خاناته تساوي 1 . 
(v4.4)‏ 

لتكن A‏ مجموعة حاصل ضرب جميع أزواج الأعداد الأولية المختلفة. أي أن 

2و q‏ عددان أوليان مختلفان pa:‏ = 4 .الآن؛ إذا كانت 5 أي مجموعة أعداد 

أولية فإن A‏ تحتوي جميع حواصل ضرب أزواج © وأن متممة A‏ تحتوي جميع 
حواصل ضرب ثلاثيات 5, (لاحظ أن التمرين ينص على "على الأقل عنصران من AS‏ 
)۳1.1( 

الإجابة هي "نعم". لنفرض لغرض التناقض أن 0 عدد غير كسري لجميع 

-J , 

الأعداد غير الكسرية » و /.الآن» V2‏ عدد غير كسري. إذن» 2 عدد غير 
كسري. ولكن: 


عدد كسري. ومن ذلك نحصل على التناقض المنشود . 


(۳.1) 
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2sin@cos? =a‏ = 2# زه 
sin + cos E sin? 6 + 2sin@cos@ + cos? 0 =1 +a‏ 
بما أن 0 زاوية حادة فإن 0 < sind + cos‏ وأن .sin@ + cos = V1 +a‏ 


(۳0,1) 

bes‏ آن: 

2= Po 
a= فإن 2= “قايرت قو رذن‎ 
(۷.1) 

لنفرض أن L‏ هو موقع عقرب الدقائق مقاسًا بالدقيقة حيث 60 > L‏ > 0 
ولنفرض أن ga]‏ موقع عقرب الساعات مقاسًا بالساعة حيث 12 > 1 > 0 (ied)‏ 
عند الساعة الثالثة يكون 0 = L‏ و 3 = 1( من ذلك نجد أن: 

L 


k+—=1 
60 


i= O12 ee, Ll حيث‎ 
عندما يكون:‎ gi. Il = L الآن» يلتقي العقربان عندما يكون‎ 
L 


k+—=1 
12 


12 
من ذلك نجد أن العقريين يلتقيان عند الساعة — = L‏ والدقيقة 


1G لا‎ te الك‎ 
1 11 


et‏ عندما 11 = k‏ يكون 12 = 91 60 = L‏ (وهذا يقابل أيضًا 
0= 1و 0 =[ عندمايكون 0 = (kK‏ 


إذن» يلتقي العقريان 11 مرة كل 12 ساعة. 
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)44,1( 
لاح ظأن +b’)‏ اه + b3 = (a — b) (a?‏ - 5 . يماأن b 9a‏ عددان 
فرديان فإن a? + ab +b?‏ عدد فردي» ولذا فإنه Y‏ يقبل القسمة على ”2 لكل 
1< 7 .إذن؛ ”2 يقسم 0 — a?‏ إذا وفقط إذا كان ”2 يقسم b‏ - ه . 
(411) 
نفرض لغرض التناقض أن: 
(n + 2)3 =n? + (n 41)‏ 
إذا كان 7 Ling)‏ فإن الطرف الأيسر زوجي والطرف الأيمن فردي. لذا فإن 
n‏ يجب أن يكون asd‏ الآن: 
(n + 2)? — n? = (n +1)?‏ 
12n + 6n? = (n +1)‏ + 8 
لاح ظأن (1 + (n‏ يقبل القسمة على 8 ولكن "6 + م12 + 8 لا يقبل 
القسمة على 8 (لأنه لو كان يقبل القسمة على 8 فإن 6n?‏ + 127 يجب أن يقبل 


القسمة على 4 ومن ثم فإن 7 مخت ان نون توا ادق Mista EE‏ 
)47,1( 
إذا كان 7 زوجيًا فإن: 
4k + )-1(" +1 = 4k +2‏ = 1 + ")4—1( = 1+ "3 
حيث k‏ عدد صحيح. ولذا فإنه لا يمكن أن يقبل القسمة على 4 . وبالتالي لا 
يمكن أن يقبل القسمة على ”2 عندما يكون 1 < ۸. 
إذا كان n‏ فردياً فإن 1 + 26 = n‏ لعدد صحيح £ . ولذا نجد أن: 
8h + 3x16 + 1 = 8k + 4‏ =1+ )1+ 3)8 = 1+ "3 
حيث 1 عدد صحيح. ويما أن هذا العدد لا يقبل القسمة على 8 فإنه لا 


يقبل القسمة على "2 (لاحظ أن 1 < 7 و n‏ فردي يعني أن 3 (n>‏ 
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(20,1) 
فإن:‎ 5 = 8 — 3 giles 
5" +2x 3" 1 +1 = (8-3 +2 × 3" 1 +1 
= 8 xk + (-3)" +2 x3" +1 
زوجيًا فإن:‎ n = 2£ إذا كان‎ 
8 xk + (-3)" +2x 3"1 +1 = 8 xk + 5 x 3"1 +1 
= 8 xk + (8-3) x3" 1 +1 
= 8X k' — 3" +1 
= 8x k' — (8 +1) +1 
= 8x k" - 144+ 1 
= 8 x k" 
atusan = 25 +1 كان‎ fa Lol ضحيحة‎ ate 0, te 
8x m + (-3)" +2 x 3"1 +1 = 8 xm =3 x 3"1 42x31 41 
= 8x m— 3"! +1 
= 8 xm ¬ 3” +1 
= 8xm-—(8+1) +1 
= 8xm'-1) +1 
= 8 xm" 
أعداد صحيحة.‎ m" om! im حيث‎ 
(۷,1) 
يمكن افتراض أن العدد 0 مكون من خانتين (دون المساس بالعمومية). آي‎ 
أن:‎ 
0 >> ( حيث 9 > فى‎ a = 10b +c 
إذن»‎ 


a? = 1000 + 10(2bc) + e 


أساليب حل المسائل 


من ذلك تكون: 
خانة آحاد +20٥‏ خانة عشرات ”ع = 7 
لذا فإن خانة عشرات e‏ جب أن ككون ههذا فرديا ون تو قان اكع اق 
6 حدم 
إذا كان 4 = c‏ فإن آحاد 20c‏ هي 6. أي أن خانة آحاد 8b‏ هي 6.من 
ذلك .b=2,7,9 Glands‏ 
إذا كان 6 = c‏ فإن خانة آحاد 2be‏ هي 4 . أي أن خانة آحاد 127 هي 4 . 
من ذلك نجد أن 2,7 = b‏ إذن» قيم 0 المحتملة هي 24ء T6 26 694 T4‏ . ومن 
ذلك فإن خانة الآحاد إما أن تكون 4 أو 6. 
) 24,4( 
بفضك الطرف الأيسر للمعادلة: 
2+ 27+ ?227+ كبو = (a? + ax +b)(x? + cz +d)‏ 
ومقارنة المعاملات نحصل على: 
a+ ce = 0‏ 
b+ac +d =2‏ 
ad + bc = 2‏ 
bd = 2‏ 
من المعادلة الأخيرة يمكن افتراض أن 2 = |b|‏ و 1= |4| . 
من المعادلة الأولى نجد أن © و © إما أن يكونا فردين Lae‏ أو زوجين Lace‏ إذا 
كانا زوجين Cae‏ فإن الطرف الأيسر من المعادلة الثانية يجب أن يكون فرديئًا والطرف 
الأيمن زوجنًا وهذا مسشتحيل؛ 
Loi‏ )13 كانا فرديين معًا فإن الطرف الأيسر من المعادلة الثالثة يجب أن يكون 
Ca,‏ والطرف الأيمن زوجيئًا وهذا مستحيل أيضها. إذن» لا يمكن أن تكون جميع 


الأعداد d C b cd‏ صحيحة. 
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نفرض أن r  -1‏ (الحالة 1- = r‏ واضحة). إذا كان 1 < 3 فإن 


-1 ,ره . إذا كان‎ =atar يقسم‎ 0 £1 
= a + ar + 3r +3r=(a+3r)(1+r) 


(0,1 ) 


a = 0,‏ فإن 1 £ 37 + 0 يقسم 


Qos 3r+3 


5 
يوجد 0 طريقة لاختيار أريعة أعداد من خمسة أعداد و !4 طريقة لكل 


: 5 ; 
من هذه الخيارات. yal‏ عدد هذه الأعداد هو 24 × 5 = نا . بكتابة هذه الأعداد 


Dags‏ نجد أن: 
1234 


1235 
1243 


2543 


7 1 1 
لاحظ أن حلا من 1ء 22 23 4» 5 يظهر 5 ڪڇ ڪڪ مرة 


1 1 
كخانة عشرات و 5 مرة حخانة متات و 5 مرة كخانة آلاف. (Oa)‏ مجموع هذه 


الأعداد هو: 


24 x 1111 + 24 x 2222 + 24 x 3333 + 24 x 4444 + 24 x 5555 = 399960 


(00.1) 


17x + 17y — (9x + 5y) = 8x +12y = 422 + 3y) 
. 92: + SY إذا وفقط إذا كان 17 يقسم‎ 25 + Sy إذن» 17 يقسم‎ 
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CAD) 
أصخر قيمة للعدد 1 هي:‎ 
n = PiP -P 
نحصل‎ S :م . ومن‎ > 2 ‘al. حيث ,2 أعداد أولية متتالية و 2 = رم‎ 


على “2 < .أي أن 51082 > -logn‏ 


(04,1) 
.باستخدام مبرهنة ذات‎ n” —1=[(n—1) +1)" -1 للاحظ أن‎ 
الحدين نجد أن:‎ 
nl کے‎ mahti -1 
= 7-1 1"1 + 1082-2 + 
0 (n—1) 1 "لحان‎ Ba 
Pe heal D ie بأ‎ i 
n—3|" n—2 ToT 
7-1 Di + -1 1"2 
=! o (n— 1) 1 ae 


n=) 
| حيت استخدمنا الحقيقة 0-1 - | ر‎ 
ne 


الآن» كل حد من حدود المجموع الأخير يقبل القسمة على ?)1 (n=‏ 
إذن» )1 — (n‏ يقسم 1- on‏ 
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)11,4( 
لاحظ أن: 
n(n” —1)(n? — 4) = (n —2)(n —1)n?(n +1)(n +2)‏ 
(خمسة أعداد صحيحة متتالية). أحد هذه الأعداد يقبل القسمة على 4 وعدد آخر 
يقبل القسمة على 2 وعددان يقبل كل منهما القسمة على 3 وعدد يقبل القسمة 
على 5 . إذن» يقبل حاصل ضرب هذه الأعداد القسمة على 
4x2x3x3x5 = 360.‏ 


)1.1( 
نفرض أن 127 = a‏ و 125 = b‏ حيث r‏ و 5 أوليان نسبيًا. عندئن» 
12rs = 2‏ 
rs = 36 =2x2x3x3‏ 
بما أن r‏ و 5 أوليان نسبياً فإن 4 = r‏ و 9 = و أوالعكس. إذن. 108 = a‏ 
و48 = b‏ أوالعكس. 
)10,1( 


(m +n + EÈ sas‏ نجد أن 
(m+n + kP = k? + 3km + 3km? + m3 + 3k?n + 6kmn‏ 
3m?n + 3kn? + 3mn? + n?‏ + 
m? + n3 +k’ + 3K‏ = 
حيث K‏ عدد صحيح. od‏ يقبل *(۸ + 7 + (m‏ القسمة على 3 إذا وفقط 
ty‏ قبل +k?‏ 5م + M?‏ القسمة على 3. 


(W.1) 


m =p —n® = (p+n)(p—n) 


ضع p—nga=ptn‏ = (0.الآن» لكل قيمة للعددين 0 و b‏ نستطيع 
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إيجاد قيمة لكل العددين 7 و 7 وذلك بحل المعادلتين أعلاه. أي أن: 
a+b‏ 


a—b 
2 
و 7 عددان صحيحان فإن الشرط الوحيد على 0 و 5 هو أن يكون‎ p ويما أن‎ 
و 0-8 القسمة‎ a+b كلاهما زوجي أو كلاهما فرديئًا(لكي يقبل كل من‎ 


على 2 ). إذن» لكل 77 ولكل © و 5 من نفس النوعية ويحققان : 


= ار 


m’ = ab 
نستطيع إيجاد عددين وحيدين يحققان المعادلة:‎ 
mM? +n? = p? 


وهذا يصنف جميع ثلاثيات فيثاغورس. 


)14,1( 
تحليل كثيرة الحدود بمعاملات حقيقية هو: 
1+ كن + r?‏ 
V3r +1)(2? + V32 +1)‏ - ))2 + نو + 2)1 + z‏ -1) = 
(11/) 
سنجد مجموع مجموع مجموع خانات 44441144 . سنستخدم أيضا أنه إذا 


كان n = 96 +r‏ فإن مجموع خانات 7 يجب أن يكون على الصورة Oc! +r‏ 
(الباقي r‏ هو نفسه). لاحظ أولاً أن 2 — 494 x‏ 9 = 4444 . إذن: 


4 4 مو 4444 و_ يوي برو _ 444444 


حيث/ ع ددص ححيح. يمان 1- 9 = 8 = ?2 وأن 
3x 148141‏ = 4444 فإن: 
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1-1 _ 94444 
y 2‏ 81481 — 
x2‏ 9-11( = 
(9k — 1) x 2‏ = 
9-2 = 
حيث k‏ و k‏ عددان صحيحان. إذن» يمكن كتابة العدد 44444414 على 
الصورة: 
9k’ —2 = 9) +k’) -9 +7 =9k" +7‏ + 96 
حيث k”‏ عدد صحيح. 
إذن» مجموع مجموع مجموع مراتب 44441114 يجب أن يكون على الصورة 
7+ ع9 . الآن, العدد 44445114 أصغر من العدد 10000 (عدد خاناته 4445 ). 
إذن» مجموع خانات 44444114 لا يزيد عن 40005 = 4445 ×9 . الآن؛ عدد خانات 
5 يساوي 5 . من ذلك فإن مجموع خاناته لا يزيد على 45 = 9 × 5 . وأخيرًاء 
مجموع خانات عدد أصغر من 45 هو عدد مكون من خانة واحدة. إذن» مجموع 
مجموع مجموع خانات 44444144 هو عدد مكون من خانة واحدة على الصورة 
7+ 96 . والخيار الوحيد هو أن يكون G.T‏ مجموع مجموع مجموع خانات 
4 هو 7 . 
)۷0.1( 
سنبرهن أن ۸ - أ" يقبل القسمة على 11 ويرهان الحالة n - n‏ 
مشابة. لاحظ أولا أنه يمكن كتابة أي عند n‏ على الصورة : 
n = llm +q‏ حيث 11 > 4 > 0 
وباستخدام مبرهنة ذات الحدين نجد أن: 


n" —n = (11m 4 q)! (11m +q) = 114 +q" و‎ 
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من ذلك نجد أن ۸ — أ" يقبل القسمة على 11 إذا وفقط إذا قبل العدد ي - "ي 
القسمة على 11 لكل 11 > 9 > 0 . ومن السهل الآن إثبات أن q - q‏ يقبل 
القسمة على 11 بتجريب جميع الأعداد 0,1,...,10 = 4 . 

بصورة dole‏ يقبل العدد ۸ - 77 القسمة على k‏ لكل عددين صحيحين n‏ 
و ۸. تسمى هذه الحقيقة "مبرهنة فيرما الصغرى" (لكي نفرق بينها وبين مبرهنة 
فيرما الأخيرة). ويرهان هذه المبرهنة ليس بالأمرالعسير باستخدام حساب 


التطابقات. 
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Jati‏ السابع 


19, aria 
A Miscellany 


OY) 
أحد الأمثلة على ذلك هو:‎ 
mc 


4+5+9+134 + 60 
8 


سنبين الآن أنه لا يمكن الحصول على مجموع يساوي 100 إلا )13 استخدمنا الكسور. 
لاحظ Mol‏ أن: 


وأن 45 يقبل القسمة على 9 . نعلم أن العدد يقبل القسمة على 9 إذا وفقط 
إذا قبل مجموع خاناته القسمة على العدد 2.9 الحقيقة؛ باقي قسمة أي عدد 
صحيح موجب على 9 يساوي باقي قسمة مجموع خاناته على 9 . إن هذا يعني أننا لو 
طرحنا مجموع خانات العدد من العدد نفسه فإن ناتج الطرح عدد يقبل القسمة على 
9. على سبيل JEM‏ 18 = )8+ 2( — 28 و 36 = )9 + 4( - 49 وهكذا. لنفرض 
الآن أن N‏ هو مجموع أعداد صحيحة موجبة تستخدم كل من الأعداد 0,1,2,...,9 


مرة واحدة فقط. عندئن: 
كه - N‏ ح N=041424-449)‏ 
يقبل القسمة على 9. ولذا فإن 100 + N‏ لأن 55 = 45 — 100 لا يقبل 
القسمة على 9. 
(¥.Y )‏ 


من الواضح أنه يمكن حل هذه المسألة بطريقة مشابهة لحل المسألة السابقة 


أساليب حل المسائل 


مع عدم استخدام الحمولة الكاملة للقارب 2 الرحلات. أحد الحلول الممكنة 


باستخدام حمولة القارب كاملة 4 الرحلات هو: 


\) 


۲ 


( 
( 
(v 
(£ 
( 


) 
) 
) 
o) 


(0.¥ ) 


يتم نقل «MA‏ 77 إلى الضفة الثانية. 

ترجع A‏ بالقارب إلى الضفة الأولى. 

يتم نقل tba A‏ الضفة الثانية. 

ترجع A‏ بالقارب إلى الضفة الأولى (يمكن استبدال 4 بأي سيدة أخرى). 


وأخيرًا يتم نقل A‏ و B‏ إلى الضفة الثانية. 


نستخدم ترميز التمرين السابق ونفترض النقل من الضفة الأولى إلى الضفة 


ية. أيضا نرمز للقاربين بالرمزين ,1 و Ty‏ 


يتم نقل ,0 و b‏ القارب ,1 و وه و b,‏ 4 القارب ر7 إلى الضفة الثانية. 
a, agas‏ بالقارب 7 و a,‏ بالقارب ر7 إلى الضفة الأولى. 

يتم نقل a,‏ و © بالقارب ,1 و dy‏ و ره بالقارب 17 إلى الضفة الثانية. 
يعود ,0 و by‏ بالقاربين T)‏ و Ty‏ إلى الضفة الأولى. 

يتم نقل m,‏ و ,0 بالقارب T‏ و و" و ,6 بالقارب 19 إلى الضفة الثانية. 
الآن» يوجد أريعة أشخاص على الضفة الأولى والرجل الثالث مع زوجاته 
الثلاث والقارب على الضفة الثانية لأن الرجلين الأول والثاني لا يستطيعا 
إعادة أي من زوجاتهم إلى الضفة الأولى وذلك لعدم ترك أي من الزوجات مع 
Ma‏ على الضفة الأخرى. إذن» يعود My‏ و ر" بالقاربين إلى الضفة الأولى. 
يتم نقل Ma‏ مع إحدى زوجاته إلى الضفة الثانية بالقارب T‏ ونقل m‏ 
و ر" بالقارب 17 إلى الضفة الثانية. 

الآن» أي زوجتين على الضفة الثانية تستطيع نقل القاربين إلى الضفة الأولى 


ليعودا بالزوجتين الباقيتين إلى الضفة الثانية. 


e 
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(v.¥ ) 
الحل هو:‎ 
B,C, D,G, I,J, L,M,N,O, P,Q, R,S,U,V,W, Z 
التفسير ذلك أنظر المسألة (لا,؟,").‎ 


)4.۷( 
من الواضح أنه يمكن إنجاز المطلوب باستخدام دائرة واحدة فقط إذا سمحنا 
بتقاطع النقاط الداخلية للدائرة مع أضلاع المربع. إذنء الشرط هنا هو عدم السماح 
بتقاطع النقاط الداخلية للدوائر مع أضلاع المربع. محيط الدائرة يمس ضاع أو 
ضلعين على الأكثر. إذا أردنا تغطية المربع بعدد منته من الدوائر فإن بعض هذه 
الدوائر يجب أن تكون مماسة للأضلاع. ولكن يتقاطع المستقيم مع الدائرة بنقطة 
واحدة فقط. لذا نستطيع بعدد منته من الدوائر تغطية عدد منته من نقاط أضلاع 
المريع. بما أن ae‏ نقاط أضلاع المربع غير منته يجب أن تقع جميع نقاط أضلاع المريع 

ما عدا عدد dive‏ منها خارج جميع الدوائر. 


(YY) 

مساحة مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه 1 تساوي w‏ إذا استطعنا 
تكوين مربع منه فإن طول ضلع المربع يساوي z‏ وطول قطره يساوي 0 
dae Y‏ أن كاد من كلوق الضل وطول القطر أصغر من 1 . لذاء إذا كان بالإمكان 
قطع المثلث مرة واحدة بحيث نحصل على قطعتين يمكن إنشاء مريع منهما فإنه يجب 
قطع جميع أضلاع المثلث Sole)‏ كل منها 1). من الواضح؛ أن هذا مستحيل بالقطع 
مرة واحدة فقط. 
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(۷) 

ie‏ بالعدد 1. نيداً بعدما نرى: واحد "1". ونكتب الحدود: 

Lia 

نقوم بالعد مرة آخرى. الآن» نرى "ثلاث" 1. نضيف 3,1 إلى حدود المتتالية 

لنحصل على: 
1,1,1,3,1 
الآن» نرى "أريعة" 1 و"واحد" 3 . نضيف ذلك إلى المتتالية لنحصل على: 
1,1,1,3,1,4,1,1,3 

الآن نرى "ستة" 1» "اثنان" 3»"واحد" 4 . يعد إضافة ذلك إلى حدود 

المتتالية نحصل على : 
1,1,1,3,1,4,1,1,3,6,1,2,3,1,4 
وبالاستمرار تحصل على: 
2 م1 ,4 ,2 ,3,3 ,8,1 ,4 ,1 ,2,3 ,1 ,6 ,3 ,1 ,1 ب4 ,3 ب1 ب1ب1 
إذن؛ "0" هي 1. 


(۳.۷) 

بصورة عامة: 

2 2 

لأن الدالة 773 جا Y‏ ليست خطية. 
OAN)‏ 

لنفرض أن 1000 شخص قرروا تدوير الدولاب. بالفرض» 800 شخص يكسب 
كل منهم 800 دولار. wal‏ 200 منهم لن يكسبوا شيئًا. من ذلك نرى أنه 2 المتوسط 
كل شخص يكسب 640 دولارًا. لذاء 4 المتوسط يكون من المريح تدوير الدولاب. 
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(TY) 


r 5‏ 
نفرض لغرض التناقض أن 7 عدد كسري حيث 8 = ?7 Oa).‏ 5 عدد 


2 2 
f 5 كان‎ 
2 4 4 


وهذا مستحيل لأنه يناقض التمرين رقم (۷ر۲۲) حيث بينا عدم وجود عدد كسري 


كسري. ولكن: 


مريعه 2 al.‏ لا يوجد عدد كسري مربعه 8. 


) ¥.¥0( 
لنفرض Ol‏ 7 و 5 عددان ڪسريان مختلفان. وأن 5 > 7. (wie‏ 


PF Sr 


A T‏ عدد غير كسري» لأنه لو كان سد = a‏ عددًا كسريئ لكان 
2 2 


کول عددًا كسريًاء وهذا يناقض التمرين رقم (۲۲,۷). أيضاء a‏ عدد 


موجب أصغرمن 7- 8 . إذن» 8 > 7-0 >> 7. كما أن 0 ٣‏ 7 عدد غير كسري 
(لأنه لو ڪان (anc‏ كسريًا فان ٣‏ - ۾ + ٣‏ = ۾ عدد ڪسري» وهنا مستحيل كما 
رأينا سايقًا. 


-O-V- 


www.abegs.org 


المْصل الثامن 


الحياة vaii gti‏ 
Real life‏ 
(1,A)‏ 
نفرض أن ۸ هو نصف قطر القوس وأن P‏ الزاوية الوكدة مقاسة باكراديان: 
عندكن 
2Rsinf 2) = 5280‏ 
Ry = 5281‏ 
المطلوب هو إيجاد: 


.h= R— Roos[] 
2 
باستخدام المعادلة الأولى نجد أن‎ 
h = R— (JR — (2640) 
إن هذا ليس سهلاً ولكن يمكن حسابه. من المعادلتين‎ . R لذاء يكون المطلوب هو إيجاد‎ 
الأولى والثانية نحصل على:‎ 


R | لالت‎ = 2640 


يمكن إيجاد قيمة تقريبية باستخدام برامج حاسب جاهزة أو يمكن استخدام الحاسب 
2640.5 


الآلي لرسم ذلك. على سبيل المثال» ارسم 2640 -| Resin|‏ ثم جد الفترة 
التي تكون فيها قيمة الدالة تساوي صفر. باستخدام هذه الطريقة واستخدام برامج 
جاهزة من Mathematica‏ وجدنا 78335.08051 × R‏ . من Sots‏ نجد أن 


5 بخ h‏ قدم وهذا أكبر بكثير مما هو متوقع. 
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(0۲.4) 

تعتمد الحسابات على السنة التي سنعتبرها قاعدة لحساب أسعار السلع. 
La tói‏ الشرح الموجود 2 كتاب "كيفية استخدام الإحصاء للتضليل" لمؤلفه 
دايريل هوف (Darrel Huff)‏ 

حصل غلاء 2 المعيشة: خن السنة الماضية قاعدة للحسابات. فلإيجاد نسبة 
التغير 2 الأسعار نفرض أن سعر السلع 2 السنة الماضية هو 100 . إن هذا يعني أن 
سعر الخبز زاد 200% عن سعره ب4 السنة الماضية وأن سعر الحليب نقص 50% عن 
السنة الماضية. متوسط 200 و50 هو 125 . إذن» حصل غلاء 2 المعيشة بنسبة 25% . 

حصل انخفاض 4# المعيشة: خن هذه السنة كقاعدة للحسابات. نفرض أن 
سعر السلع هذه السنة هو 100. سعر الحليب 2 السنة الماضية 200% من سعره لهذه 
السنة وسعرالخبز 2 السنة الماضية 5090 من سعره لهذه السنة. المتوسط هو 125. 
لذا فإنه حصل انخفاض .2 غلاء المعيشة عن السنة الماضية. 

لم يحصل تغير 4 غلاء المعيشة: خذ السنة الماضية كقاعدة للحسابات 
واستخدم المتوسط الهندسي عوضا عن المتوسط الحسابي. سعر الحليب الآن يساوي 
50% من سعره 2 السنة الماضية وسعر الخبز يساوي 200% من سعره 2 السنة 
الماضية. المتوسط الهندسي 100 = 200 × V50‏ . إذن؛ لم يحصل تغير B‏ غلاء المعيشة 
لهذه السنة عن سابقتها. 
(YA)‏ 

انظر صفحة 82 من المرجع المستخدم 2 التمرين السابق. من الواضح أن 
الريح هو 1% من المبيعات الكلية (1 سنت 4# السلعة؛ 1 دولار لكل سلعة). أيضاء 
النقود المستثمرة هي 99 سنت والربح ASN‏ هو 365 سنتًا. وهذا تقريبًا 365% من 
قيمة النقود المستثمرة. 


e 
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) 4,4( 
بالرجوع إلى الموسوعة البريطانية نجد أن معدل نمو الشعرهو 0.5 بوصة 
كل شهر. عدد الساعات 2 الشهر هو 720 = 30 × 24 . وعدد البوصات 2 الميل هو 

63360 = 5280 × 12 . إذن» معدل نمو الشعرهو: 


5 : 0.5 x 720 


= 0.315657 x 1074 


)14( 
نستخدم صيغة بيز (انظر: الفصل الثالث) لحل هذه المسألة ولهذا الغرض 
نستخدم الترميزات التالية: 
حدث أن يكون أحمد biai‏ بمرض جنسي. 
حدث أن تكون نتيجة الاختبار إيجابية. 


حدث أن تكون نتيجة الاختبار سلبية. 


SS‏ ده 


حدث الإصابة بمرض جنسي. 
إذن» المطلوب هو إيجاد كل من P(A | B)‏ و P(A | C)‏ . الآن: 
P(B | A)P(A)‏ 
P(B | A)P(A) + P(B | AYP(A)‏ 
x 0.005‏ 0.98 


~ 0.98 x 0.005 + 0.02 x 0.995 
= 0.197581 


P(A | B) 


Idling‏ احتمال ضغي هذا اتر ]ينا (PAUL, p891‏ كزين مخ التفاضيل حول 
هذه المسألة. أيضًا: 
P(C | A)P(A) + P(C | A4')P(A')‏ 
x 0.005‏ 0.02 


~ 0.02 x 0.005 + 0.98 x 0.995 
- 3 


P(A 
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الآن» بما أن الاختبارات المختلفة مستقلة عن بعضها البعض فإن احتمال أن 
يكون أحمد مصابًا بمرض جنسي بعد إجراء اختبارين سلبين هو مربع احتمال أن 
يكون أحمد مصابًا بمرض جنسي بعد إجراء اختبار سلبي واحد. أي: 

(0.000102543)? ~ 10-5 
CYA) 

الملاحظة اكهمة 2 هذا التمرين هو آن يركب احمد الحافلة التي تصل Mol‏ 
إن هذا يعني أنه لو كانت الحافلة المتجهة إلى الرياض تصل دائممًا قبل الحافلة 
المتجهة إلى جدة بدقيقتين فإن أحمد نادرما يركب الحافلة المتجهة إلى جدة. 24 
الحقيقة» إذا لم يصل أحمد إلى المحطة بفترة الدقيقتين فإنه سيركب دائما الحافلة 
المتجهة إلى الرياض. الآن» تصل ثلاث حافلات كل ساعة (أي 3 فترات من الطول 
بزمن قدره دقيقتان كل ساعة) .إذن» احتمال أن يستقل أحمد الحافلة المتجهة إلى 


1 
جدة هو 7 = Z‏ ×2 . أي أنه سيزوروالديه القيمين بل الرياض تسع مرات أكثر 


من زيارة جده المقيم 2 جدة. 
) 10.4( 

بدأ ب2 الع (1» 62 6-263( عند خروجه من بيته متجهًا إلى بيت صديقه. أثناء 
جلوسه عند صديقه أعاد العد بنفس الوتيرة مع توقيت ذلك هذه المرة (لوجود ساعة عند 
بيت صديقه). عند مغادرته بيت صديقه لاحظ الوقت الذي تشير ساعة صديقه ثم 
أضاف الزمن الذي استغرقته الرحلة من بيت صديقه إلى بيته وضبط ساعته. 
(W.A)‏ 

عدد شعر رأس الشخص الواحد هو على الأكثر 500000 شعرة. بما أن عدد 
سكان مدينة نيويورك هو 10 ملايين نسمة فإننا نرى ياستخدام مبداً برج الحمام 


وجود شخصين لهما العدد نفسه من الشعر. انظر [42 [PAUL 1, p‏ لمزيد من التفاصيل. 


- 0۲ - 
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(AA ) 


EL 1 f 
gagh أمطارهو 4 = ر إدن: احتمال مطول‎ Solas احتمال عدم‎ 


3 1 1 
5 ي 75% . 
)1,4( 

استنادا إلى الموسوعة البريطانية؛ يوجد 60 ميللتر من الدم لكل كغم واحد 
2 جسم الإنسان. لنفرض أن متوسط وزن الشخص الواحد هو 50 كغم (لاحظ Lai‏ 
أدخلنا الأطفال 4 هذه الحسابات). عدد سكان الولايات المتحدة الأمريكية هو 250 
مليون نسمة. إذن» حجم الدم الموجود 4 أجسام سكان الولايات المتحدة الأمريكية هو: 

x 50 x 250 x 10° = 75 0‏ 60 ميللتر. 

أو 750 متر مكعب. لنفرض الآن» أن r‏ هو نصف قطر قاعدة نادي بوش مقاسًا 
بالأمتار. لذا يكون المطلوب هو إيجاد h‏ حيث 750 = ۸٣۸‏ . 
(TA)‏ 

احتمال أن يسقط العامل فطيرة prolyl!‏ جر هو 0.3 . بفرض أن الحوادث 
مستقلة نجد أن احتمال أن يسقط العامل 4 فطائر من العشر فطائر التالية هو: 


4 10 10 ~ non 
(0.3)“(0.7)" | | = 0.200121. 


(YO.A ) 

بما أن عدد شعررأس الشخص الواحد هو 500000 شعرة على الأكثر فإن 
عدد شعر رأس الشخص الواحد يقع بين 0 و 500000 . لذا نحتاج إلى 500001 
خيار. إذن» عدد الأشخاص اللازم هو 500002 . 

مسألة إيجاد عدد الأشخاص الذين نحتاجهم قبل الحصول على شخصين 
لهما العدد نفسه من الشعر ممائلة لمسألة تاريخ الميلاد التي ناقشناها 2 الكتاب. 
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تشركن أن الوؤيع #نسرالجتمع gl flag Lette‏ عدده من 0 إلى 500000 شعرة وأنه لا 
توجد علاقة بين أعداد شعر الأشخاص المختلفين. عندئن» 
(شخصان على الأقل من N‏ من الأشخاص Lag!‏ العدد نفسه من الشعر P(‏ 
(جميع الأشخاص N‏ لهم عدد مختلف من الشعر)2 -1 = 
x 500000 x --- x (500001 — N + 1)‏ 500001 _ 4 _ 
*)500001( 
Blea‏ باتحاسي انى خد أن هذا اعدو اشير من - عشدها يعون 
oy. N > 833‏ نحتاج إلى 833 شخصًا لكي يكون الاحتمال على الأقل. 


(۳4,۸ ) 


السبب هو أن متوسط أعداد العامين لا يساوي مجموع متوسط أعداد حل 
من العامين. على سبيل المتال» إذا كان عدد سمكات حسن 4 سمكات 2 رحلة واحدة 


سمكة 2 8 رحلات ale‏ 1987 و 5 سمكات Z‏ رحلتين عام 1988 فإن: 


4 31 

Se 

1 8 

oi 5 

an oe 

1 2 

ولكن متوسط عدد سمكات حسن 2 العامين هو: 
4 
وين الى a‏ 
2 1+1 


ومتوسط عدد سمكات مرعي 2 العامين هو: 


36 كا = نشد 
10 8+2 
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لذا فإن متوسط مرعي .2 العامين أكبر من متوسط حسن 2 العامين. انظر 
[PAUL 1, p 44]‏ لمزيد من النقاش حول هذه المسألة ومسائل مشابهة أخرى. 
(YYA)‏ 

إذا كان تساقط المطر رأسيئًا فإن أفضل إستراتيجية هي عدم الحركة لأنه 
بهذه الطريقة تكون المساحة السطحية المعرضة للمطر أقل. أما إذا كان المطر 
يتساقط بزاوية فإن أفضل إستراتيجية هي الحركة باتجاه تساقط المطر وبنفس 
السرعة الأفقية للمطر. لأن التحرك باتجاه تساقط المطر وينفس السرعة يماثل 
ages‏ فساقط رر ا وعدم هة 
)0,۸( 

لنفرض أن تكلفة تصنيع الإطار تتناسب مع مدة استخدامه. إذا أنتجت 
الشركة إطارات تتآكل بعد أقل 20000 ميل فإنها ستدفع مبلغًا كبيرًا كتعويض 
لاستبدال هذه الإطارات. وبالمثل» إذا أنتجت الشركة إطارات تتأكل بعد أكثر من 
0 ميل فإن الثمن الذي سيعود عليها قليلا. إذن؛ العدد الذي يجعل الريح 
أعظميئًا هو متوسط هاتين الحالتين. agi‏ إنتاج إطارات تتآكل بعد 30000 ميل. 
لاحظ أنه 2 المتوسط نصف الأشخاص الذين يشترون إطارات مكفولة 30000 ميل 
سيعيدونها للشركه. 
CVA )‏ 

انظر: ]28 م ,1 IREN: yt PAUL‏ للاطلاع على مثل هذه الحالات. 


)4.۸( 
السبب وراء الشكل الدائري هو أن المناهل لا تسقط 2 الحفروتؤذي العمال 
تحتها. من الواضح أن الأشكال الأخرى القريبة من أن تكون دائرية تؤدي المطلوب 

ولكن سيكون إعادتها إلى مكانها بعد انتهاء المهمة أصعب. 


- 010 - 
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) 20.4( 
إذا فرضنا أن عدد مفاتيح الآلة الطابعة هو 5 Gig‏ عدد رموز مسرحية 
čisla‏ هو 500000 فإن احتمال أن يطبع قردا مسرحية هاملت هو 


Fanny 


: IN 7 


هاملت 2 الرموزمن 1 إلى 500001 gi‏ من 3 إلى 500003 وهكذا. أي أن مسرحية 
هاملت يمكن أن تبدأ من الرمز الأول أو الثاني أو الثالث إلى 1 + 500000 — k‏ من 
الرموز. إذن» لدينا 499999 - k‏ من الخيارات للحصول على مسرحية هاملت. لذا 
ola‏ احتمال الحصول على مسرحية هاملت من هذه الرموزهو )499999 - X (K‏ م . 
الآن» المطلوب هو أن يكون هذا الاحتمال يساوي 0.5 .آي أن: 


K = 499999 + L = 499999 + t > 10727272 
2p 2x 35500000 


لنفرض أن القردة تستطيع طباعة بليون رمز 2 السنة (هذا أكبر من حوالي 
0 صفحة OY‏ الصفحة تحتوي على 2400 رمز). ic‏ تحتاج القردة إلى 
53 سنة لطباعة مسرحية هاملت (طباعة عشوائية). يتوقع العلماء أن يكون 
pec‏ الكون أقل من ذلك بكثير انظر: 751 [PAUL 1, p‏ للمزيد من النقاش حول هذه 
المسألة ومسألة أخرى ذات علاقة. نقترح أيضا الاطلاع على القصة القصيرة "مكتبة 
بابل" لمؤلفها جورج لويس بورجز (Jorge Luis Borges)‏ حيث تحتوي على أفكار 
مشابهة لهذه المسألة بأسلوب أدبي وأشعار. 
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أساليب حل المسائل 


الحائز على جائزة أفضل كتاب أكاديمي للعام 1997م 

قدم كرانتس 2 هذا الكتاب وبعناية فائقة مخزونًا من المسائل وأساليب 
لحلها بأسلوب شائق يحفز غالبية المهتمين لاقتناء نسخة من الكتاب كمرجع» 
أو لاستخدام الأفكار التي يحتويها 2 مساعدتهم على تطوير مهاراتهم 
الذهنية. إن الأسلوب الذي استخدمه المؤلف 2 السرد يحفز القارئ على 
التعمق 2 القراءة. كما أن الكتاب يوفر عددًا كبيرًا من المسائل المترابطةء وقد 
خصص المؤلف الفصل الأول من الكتاب كمقدمة لموضوعات ARLE‏ ثم ركز 
:4# كل من الفصول اللاحقة على تقديم أساليب حل محددة مع توضيح كيفية 
تطبيق هذه الأساليب 2 مجالات كالهندسة والمنطق والرياضيات المسلية 
ومسائل العد. إن الطريقة الخطية التي قدمت بها موضوعات الكتاب 4# تناول 
AJ‏ درت نيجار كير كن الككات أذاة راففة لخفكر المت نين فلك 
قراءة بعض موضوعات الرياضيات. 

لا ينظر المؤلف إلى موضوع حلول المسائل على أنه قائمة من القدرات العقلية 
المبدعة. ولكنه يتعدى ذلك حيث يعتبره أسلوب حياة. يوظف العلماء من 
مختلف المشارب: الكيمياء والفيزياء وعلماء النفس والمهندسون وغيرهم 
بحرفية كبيرة مجموعة من البيانات لاتخاذ القرارات 2 اختيار التقنية 
الملائمة لاستخدام هذه البيانات لحل المسائل . هذه الرؤية هي التي تبناها 
مؤلف الكتاب 2 حل المسائل. 

إن ملاف هذا الكتاب هو تدريسن المبادى الأساسية 2 حل المسائل سوا 
أكانت رياضية al‏ غير رياضيةء هذا الكتاب يساعد القارئ على : 
- تحويل المناقشات الشفهية إلى بيانات يمكن تحليلها. 
- تعلم طرائق حل المسائل لمعالجة مجموعات من الأسئلة أو البيانات 

ال 
- توفير مخزون شخصي من المسائل المحلولة وأساليب حل المسائل. 
- أن يكون مزودًا وجاهزا لمعالجة فئات متنوعة من الألغاز التي تواجهه 2 

E A 
يختلف كتاب كرانتس عن الكتب الأخرى التي تناولت موضوعات حل المسائل‎ 
أنه يأخذ منحى مباشرًا وعمليئًا 2 تناوله للموضوع مع تقديمه لنوعين من‎ 2 
التمارين» تمارين التحدي وتقدم بعد حل عدد من المسائل» وتمارين تقدم بعد‎ 
نهاية كل فصل. ويحتوي الكتاب على أكثر من (350) مسألة يمكن إيجاد‎ 
. حلول معظمها 2 كتاب الحلول المصاحب لهذا الكتاب‎ 


cts‏ سانا 


للحصول على مزيد من النسخ اتصل على ال موزع الوحيد لإصدارات 
مكتب التربية العربي لدول الخليج: مكتبة تربية الغد 
جوال 004414۸۰0 CAII) 0۳4۲11۲4 (CATI)‏ 
Ce ATV ALTER ñl‏ فاکس: CoAT ٤۷۱0۹۸۳‏ 
ص.ب: ۳۲١۳۳۸‏ - الرياض 1١١1/١‏ - المملكة العربية السعودية 


ISBN 978-9960-15-546-3 


9 "7899601 Ii > 


